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Решение задачи С1. 

1). 1 способ.  Пластина находит-

ся в равновесии под действием 

силы /P , равной по величине P  и 

приложенной к точке С; силы Q ; 

силы тяжести пластины G , при-

ложенной к центру пластины; силы 

реакции AR  (рис. 1). Линии дейст-

вия сил G  и AR  пересекаются в 

середине К стороны ВС, так как 
oBKAB 60tg/ . По теореме о трех 

силах через точку К должна проходить также и линия действия силы 

F , равнодействующей для системы двух сил },{ / QP  и приложенной 

к точке С. Поэтому сила F  горизонтальна. Проецируя QPF /
 на 

вертикальную ось y, получим:  

QP o30sin0 . 

2/PQ . 
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2 способ.  Можно записать одно уравнение равновесия пластины:  

030sin)( KCQKCPFM o

k
kK . 

2/PQ . 

3 способ.  Более длинное решение получается при записи «стан-

дартного» набора трех уравнений равновесия относительно трех неиз-

вестных Q , G , AR :  

 030cos60cos oo
A

k
kx PRF .  

 030sin60sin GQPRF oo
A

k
ky .  

 02230sin330cos)( aGаQaPaPFM oo

k
kА .  

Решая эту систему уравнений, помимо Q , можно найти также и 

вес пластины: 2/3PG . 

 

2). Действующие на каждую пла-

стину силы указаны на рис. 2. Со 

стороны пластины 2 на пластину 1 

действуют силы нормальной реак-

ции с равнодействующей N , при-

ложенной к некоторой точке Z  

отрезка KU . При этом со стороны 1 

на 2 действует сила NN / . Обо-

значим bLZKZ .  

Для определения шести неиз-

вестных AR , , 1G , 2G , N , b   

нужно записать шесть уравнений равновесия системы. Ниже предло-

жен один из возможных вариантов такой системы уравнений.  

Для удобства далее используем выражения:  

sin)90cos( A
o

AAx RRR ,  cosAAy RR . 

Условия равновесия пластины 1 (рис. 2а): 
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 0NRF Ax
k

kx . (1) 

 01GRF Ay
k

ky . (2) 

Условия равновесия пластины 2 (рис. 2б): 

 030cos o

k
kx PNF . (3) 

 030sin 2GPF o

k
ky . (4) 

 0
2

)( 2 MbN
a

GFM
k

kC . (5) 

Уравнение равновесие для всей системы (при этом силы N , /N  

являются внутренними и взаимно сокращаются): 

0230sin330cos
2

3

2
)( 21 MaPaP

a
G

a
GFM oo

k
kA .  (6) 

Из (4): 

 
2

2

P
G . (7) 

Из (6) с учетом (7): 

0
2

3

4

3

2

1
1 kPPPPG . 

 P
k

G
2

47
1 . (8) 

Так как должно быть 01G , получим условие  

 
4

7
k . (9) 

Из (1), (3), исключив N из уравнений, получим: 

 PRAx
2

3
. (10) 

Из (2): 

 1GRAy . (11) 

С учетом (10), (11), а также (8): 
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3

47

3

2
)90tg( 1 k

P

G

R

R

Ax

Ayo . 

 
3

47
arcctg

k
. (12) 

Из (3):  

 PN
2

3
. (13) 

Таким образом, необходимое для равновесия ограничение 0N  вы-

полняется независимо от значения k. 

Чтобы исключить поворот одной из пластин относительно другой 

пластины вокруг верхней или нижней точки их соприкосновения, 

нужно проверить условие принадлежности точки Z отрезку KU . Для 

этого должно выполняться: 

  аb 30 . (14) 

Учитывая (7) и (13) в (5), получим:  

2
2

a
GMbN . 

222

3 aP
kPabP . 

 a
k

b
32

14
. (15) 

Учтем (15) в (14): 

  аa
k

3
32

14
0 .  

 
4

7

4

1
k . (16) 

Отметим, что условие (9) совпадает с правым неравенством в (16).  

Ответ. 1). 2/PQ .  2). P
k

G
2
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P
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Решение задачи С2. 

Брус находится в равновесии под действием следующих сил: силы 

тяжести G ; распределенной силы нормальной реакции с равнодейст-

вующей N , которая с учетом равномерного давления бруса на плос-

кость приложена к центру тяжести бруса С; распределенной силы 

трения. Введем оси координат yx, , связанные с наклонной плоско-

стью, причем ось x  горизонтальна, а также ось z, сонаправленную N  

и проходящую через точку С. Очевидно, 0xG , 0xyN , 

0)()( NМGМ СzСz . Обозначим ВСАСa . 

Исследуем возможное движение бруса при выходе из состояния 

предельного равновесия, которое реализуется при превышении углом 

наклона плоскости искомого значения α. Очевидно, возможное дви-

жение бруса будет в плоскости xy .  

Учтем пренебрежимую малость размера поперечного сечения бру-

са по сравнению с длиной АВ. Малые силы трения трFd , действую-

щие на малые участки бруса длиной dx , направлены против направ-

лений возможных движений соответствующих точек бруса. При пре-

дельном равновесии dNfdFтр .  

Рассмотрим случай, когда возможное движение бруса – мгновен-

ное поступательное (рис. 3). Тогда все трFd  параллельны. Из условия 

равновесия 0
k

kxF  следует, что рав-

нодействующие 1,трR , 2,трR  сил трения 

на участках  АС  и ВС  параллельны 

оси y. С учетом одинаковых направле-

ний трFd  соотношение dNfdFтр  

можно легко проинтегрировать для 

любого участка бруса. Тогда получим 

ACтр NfR 11, , ACтр NfR 22, , причем BCAC NN  в силу ВСAС . 

Поэтому условие равновесия бруса 
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 0
22

)( 2,1,

а
R

а
RFМ тртрkСz  (1) 

может выполняться лишь при fff 21 .  

При этом fNRRR тртртр 2,1, . Из 0
k

kzF  для всего бруса по-

лучим cosMgN . Тогда  

0sinMgRF тр
k

ky . 

0sincosf . 

 farctg . (2) 

При 12 ff  возможное движение бруса не является мгновенным 

поступательным, реализуется общий случай плоскопараллельного 

движения. Значит, существует мгновенный центр вращения (МЦВ), 

который обозначим через К. Направления трFd  перпендикулярны 

отрезкам, соединяющим точку К и точки приложения этих трFd . 

Точка К не может лежать ниже 

оси х на плоскости xy, иначе либо для 

всех точек бруса 0,xтрdF  (рис. 4) 

либо для всех точек бруса 0,xтрdF . 

Поэтому 

0,xтр
k

kx dFF . 

Аналогично показывается, что точка К не может лежать выше оси х. 

Точка К не может лежать на оси х левее точки А или правее точки 

В (либо совпадать с одной из них), иначе 

распределение сил трFd  было бы как на 

рис. 3. Пришли бы к условию (1), кото-

рое, как было показано, при 12 ff  не 

выполняется. 

Точка К не может лежать на оси х 

между точками А и С (либо в точке С) 

(рис. 5). Действительно, предполагая в 
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этом случае направление возможного вращения, например, по часовой 

стрелке и обозначая равнодействующие сил трения на участках АК, 

КС, СВ, соответственно, через 11,трR , 12,трR , 2,трR , получим:  

 
222

)( 2,12,11,

BC
R

KC
R

AK
КСRFМ тртртрkСz   

 0
2222

1212,2,

KC
Nf

BC
Nf

KC
R

BC
R KCBCтртр .  

Последнее неравенство имеет место в 

силу 12 ff , КСВС , KCBC NN . 

Остается единственная возмож-

ность: точка К лежит на оси х между 

точками В и С (рис. 6). Найдем рас-

стояние CКd . Обозначим  равно-

действующие сил трения на участках 

АС, СК, КВ, соответственно, через 

1,трR , 21,трR , 22,трR . Тогда 

 0
222

)( 22,21,1,

da
dR

d
R

а
RFМ тртртр

k
kСz . (3) 

Обозначим через М массу бруса. Для любого участка UW бруса с 

учетом однородности бруса имеем: 
a

UW

Mg

GUW

2
. Тогда из уравнения 

его равновесия 0cosUWUW
k

kz GNF  следует: 

cos
2

cos Mg
a

UW
GN UWUW . 

Поэтому 

                  cos
2
Mg

а

а
N АC .   cos

2

1
111, MgfNfR ACтр .          (4) 

                 cos
2
Mg
a

d
NCK .  cos

2
2221, Mg
a

d
fNfR CKтр .        (5) 
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              cos
2

Mg
a

da
NKB ,  cos

2
2222, Mg

a

da
fNfR KBтр .   (6) 

Учтем (4), (5), (6) в (3): 

0cos
222222

1
221 Mg

da

a

da
f

d

a

d
f

a
f . 

0)( 22
2

2
2

2
1 dafdfaf . 

2
21

2
2 )(2 affdf . 

 a
f

ff
d

2

21

2
. (7) 

Далее, для равновесия бруса должно выполняться условие: 

0sin22,21,1, MgRRRF тртртр
k

ky . 

С учетом (4), (5), (6), а также (7): 

0sincos
222

1
221 MgMg

a

da
f

a

d
ff . 

2

21
2

212221

222
tg

f

ff
f

ff

a

dfafdfaf
 

22

)( 12212 fffff
. 

 
22

)(
arctg 12212 fffff

. (8) 

Отметим, что хотя соотношение (8) было выведено для случая 

12 ff , формальная подстановка в (8) условия fff 12  приводит к 

верному для этого случая ответу (2). Поэтому (7) является ответом для 

12 ff . 

Далее выясним, может ли брус, по условию прямоугольный парал-

лелепипед, выйти из равновесия путем опрокидывания с поворотом 

вокруг нижнего горизонтального ребра. 
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2

),max(2),max(

2

)(

22

)( 212121212212 ffffffffffff

 

1),max( 21 ff . 

Поэтому с учетом (8) при предельном равновесии будет 1arctg , 

т.е. o45 . 

Рассмотрим квадратное поперечное сечение 

бруса, проходящее через центр тяжести бруса 

(рис. 7). Так как брус однороден, то сила тяже-

сти бруса G  приложена к точке S пересечения 

диагоналей квадрата. По теореме о трех силах 

силы G , N  и  равнодействующая всех сил 

трения трR  образуют систему сходящихся сил. 

В силу o45  линия действия силы G  прохо-

дит правее нижней вершины квадрата Т (либо 

через нее, если o45 ). Эта линия пересекается с линией действия 

трR  в точке Q на стороне квадрата, опирающейся на наклонную 

плоскость. Значит линия действия силы N  также проходит через точ-

ку Q.  Это исключает возможность поворота квадрата вокруг точки Т. 

Таким образом, условие непроскальзывания бруса является достаточ-

ным условием для его равновесия. 

Итак, строгое обоснование решения предполагает, во-первых, ис-

следование всех вариантов расположения МЦВ и, как следствие, 

обоснование единственности его положения; во-вторых, обоснование 

неопрокидывания бруса, то есть достаточности условия непроскаль-

зывания бруса для его равновесия. 

Замечание 1. Ожидаемо, что выражение в скобках в (8) положи-

тельно при 02f . В этом можно убедиться, возведя в квадрат обе 

части неравенства 

22
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и затем выполнив несложные преобразования. 

Замечание 2. С учетом dxgfdFтр cos11, , aM 2  возможно 

вычислять моменты сил в уравнениях равновесия с помощью инте-

гралов. Например, в рамках уравнения (3) для участка АС: 

cos
2

cos)()( 1

0

2

0

1 gf
x

axdxgfxaFdM

aa

трCz

cos
4

cos
2

11

2

Mgf
a

gf
a

, 

что совпадает с ранее найденным выражением для )( 1,трCz RM . 

Ответ.  
22

)(
arctg 12212 fffff

. 

 

Решение задачи К1.   

1 способ.  Треугольники OAL и 

OBK равны, поэтому BKAL  

(рис.8). С учетом этого треугольни-

ки AСL и BDK равны между собой, 

откуда BDKAСL . 

Пусть АОВ  вращается против 

часовой стрелки. Векторы скоростей 

Av  и Bv  перпендикулярны AOB.  По 

теореме о проекциях скоростей, 

записанной последовательно для 

каждого из шатунов при их плоско-

параллельном движении:  

                                 ))180(90cos(cos oo
AC vv .                              (1) 

                                         )90cos(cos o
BD vv .                                    (2) 

Для кривошипа АОB: OAA lv , OAB lv , где OBOAl , откуда  

BA vv . По формулам приведения: sin))180(90cos( oo , 

sin)90cos( o . Тогда, разделив равенство (1) на (2), получим: 

A 

C 
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B 
D 

φ 

β 

Рис. 8 
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sin

sin

D

C

v

v
. (3) 

2 способ.  На пересечении перпендикуляров к Av  и Cv  получаем 

мгновенный центр скоростей (МЦС) 1P  для шатуна АС (рис. 8).  Ана-

логично находим МЦС 2P  для шатуна BD .  

11 CP

v

AP

v CA
АС .   

22 DP

v

BP

v DB
BD . 

 CA v
CP

AP
v

1

1 .   DB v
DP

BP
v

2

2 . (4) 

Тогда из (4): 

DC v
DP

BP
v

CP

AP

2

2

1

1 . 

 
1

2

1

2

2

1

AP

BP

OD

OC

AP

BP

DP

CP

v

v

D

C . (5) 

Здесь, обозначая BDACd ,  

 
cos

cos

cos
1

dLC
AP , 

cos

cos

cos
2

dKD
BP . (6) 

Из (6):  

 21 BPAP .  (7) 

По теореме синусов для треугольников ОАС и OBD: 

OCd

sinsin
,   

ODd

о sin)180sin(
. 

 

Отсюда с учетом sin)180sin( о  получим: 

 
sin

sin

OD

OC
. (8) 

Учитывая (7) и (8) в (5), придем к ответу  (3). 

Ответ.  
sin

sin

D

C

v

v
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Решение задачи К2.  

Обозначим через О точку 

пересечения наклонной 

плоскости и прямой γ 

(рис. 9). От точки О отло-

жим ось x, проходящую 

через центр шара С0 в 

начальный момент. Из 

геометрических сообра-

жений очевидно, что ось x 

проходит через центр шара С в любой момент времени. Расстояние от 

точки О до точки контакта К шара с наклонной плоскостью в произ-

вольный момент времени обозначим через s, а радиус шара через r. 

Угол между наклонной плоскостью и осью x обозначим 2/ .  

Перемещение шара за малый промежуток времени ttdt 1  мож-

но представить как комбинацию следующих двух элементарных пе-

ремещений.  
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1). Скатывание шара по наклонной плоскости на малое расстояние 

ds  при сохранении постоянного радиуса шара r (рис. 10). При этом 

точка К переходит в положение К1, а точка С переходит в промежу-

точное положение С
 /
.  

2). Малое увеличение радиуса (расширение) шара до достижения 

его верхней точкой прямой γ при сохранении положения точки К1 

контакта шара с плоскостью  (рис. 11). При этом шар не поворачива-

ется, а центр шара смещается вдоль перпендикуляра к плоскости, пе-

реходя из положения С
 /
 в положение С1. 

Обозначим через В точку, принадлежащую шару, которая в момент 

t находилась в положении К. После первого элементарного переме-

щения она оказалась в положении В
 /
, а после второго – в положении 

В1. Очевидно, длина дуги dsKKBK 1
/

1 . С другой стороны, 

длина дуги drВK /
1 , где d  – малый угол поворота шара. Вто-

рое элементарное перемещение не влияет на угол поворота. Таким 

образом, 

 drds . (1)  

Отметим, что при втором элементарном перемещении увеличение 

радиуса до drr  оказывает влияние на (1) лишь в том, что в (1) ве-

личина r является переменной. (Поэтому (1) надо интегрировать не 

так, как в случае катящегося твердого диска, где после интегрирова-

ния сразу получается rs . В нашей задаче эта запись неверна!) 

Если комбинацию двух элементарных перемещений рассмотреть в 

обратной последовательности, получили бы ddrrds )( , что, с 

учетом меньшего порядка малости величины ddr , эквивалентно (1).  

Как видно из рис. 9,  ctgrs . Отсюда  

 ctgdrds . (2) 

Учтем (2) в (1), разделим переменные r ,  и проинтегрируем: 

rddrctg , 

0

tg

0

d
r

drr

r

, 
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tgln
0r

r
, 

 tg
0err . (3) 

Как видно из рис. 9, sinxr . Здесь, с учетом равномерного дви-

жения точки С: vtxx 0 .  

 sinsin0 vtxr . (4) 

С учетом sin00 xr , получим из (4):  

 sin0 vtrr . (5)  

В момент, когда точка А во второй раз окажется вверху шара, будет 

2 . Из (3) и (5): 

sin0
tg2

0 vTrer , 

где Т – искомое время. Отсюда находим первый ответ: 

)2/sin(

)1( )2/tg(2
0

v

er
T . 

Движение точки А рассмотрим как 

сложное. Переносное движение связано с 

движением точки А вместе с точкой С и 

вращением вокруг неё (без изменения 

радиуса вращения). Относительное дви-

жение – движение точки А вдоль радиуса 

вращения. Ускорение точки А в произ-

вольный момент времени (рис. 12):  

                кreА aaaа .                (6) 

n
eAСeAССe aaaa ,, , 

0
dt

dv
aС ,   ra eAС , ,   

2
,

ran eAС . (7)  

На рис. 12 указано предположитель-

ное направление eAСa ,  (в направлении отсчета  по часовой стрелке). 

Как будет далее следовать из отрицательного знака  , истинное на-

правление eAСa ,  будет противоположно указанному на рисунке. 

Рис. 12 

С
 

A 

vr 

aCA,e   
τ 

aCA,e 
n 

aк 

φ
 

γ
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Из (5):  

 sinvrvr
 , (8) 

откуда  

 0rar
 ,    rva reк

22 . (9) 

Найдем  ,  . Дифференцируем по времени cosxs  (рис. 9), 

учитывая  vx : 

 cosvs . (10) 

С другой стороны, деля обе части (1) на dt , получим 

  rs . (11) 

Из (10), (11): 

 
r

vcos
 . (12) 

Учитывая (8), из (12) получим: 

 cossinsin
cos

2

2

2 r

v
v

r

v
r

dr

d



 . (13) 

Проецируем (6) на взаимно перпендикулярные оси (рис. 12), при-

меняем теорему Пифагора и учитываем (8), (9), (12), (13), а также (3): 

2
,

2
, )()( n

eAСкeAСА aаaа

)2/tg(
0

22
2

22
2

2 )2/cos(coscos
sin

cos
2cossin

er

v

r

v

r

v
v

r

v

r

v . 

При 2  получаем окончательно:  

 
)2/tg(2

0

2 )2/cos(

er

v
аA . (14) 

Замечание. Ускорение точки А можно также найти, используя ана-

литический метод (рис. 13). Если, к примеру, направить ось х не вдоль 

траектории точки С, а вдоль наклонной плоскости, а ось y, соответст-

венно, перпендикулярно ей, и отсчитывать угол  от оси y  по часо-

вой стрелке, то получим следующий закон движения точки А:   

 sinrsxA , cosrryA . (15) 
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При таком выборе отсчета угла  получим из dtg
r

drr

r0

 вме-

сто (3):  

 tgerr )(
0 . (16) 

Дважды дифференцируя по времени (15) и учитывая (8), (9), (10), 

(12), (13), получим:   

)sin(
cos2

r

v
xA
 ,  )cos(

cos2

r

v
yA
 . 

r

v
yxа AAA

cos
)()(

2
22  . 

Отсюда при 2   в (16) приходим к ответу (14). 

Ответ.  
)2/sin(

)1( )2/tg(2
0

v

er
T .   

)2/tg(2
0

2 )2/cos(

er

v
аА . 

 

Решение задачи Д1. 

Самое нижнее возможное положение 0M  достигается, если уча-

сток нити между А и стержнем ОВ располагается перпендикулярно 

стержню, то есть вдоль оси y, а далее участок нити до точки М верти-

кален. Вектор начальной скорости 0v  и действующие на М силы тя-

α
 

A 

y
 

C 

O 

x 
s 

r 

Рис. 13 

К 

α 
γ 

φ 
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жести G  и натяжения нити T  расположены в вертикальной плоско-

сти. Поэтому перемещение точки М вплоть до положения 1M  проис-

ходит в вертикальной плоскости.   

1). Уравнение движения точки М в проекции на 

вертикальную ось в начальный момент (рис. 14):    

mgTman , 

где 
R

v
an

2
0 , 0v  – начальная скорость, R – длина уча-

стка нити от точки М до точки прикрепления к 

стержню. С учетом mgT 3 , отсюда получим: 

mgRmv 22
0 . 

С другой стороны, по теореме об изменении кинетической энергии 

материальной точки:  

mgR
mvmv

22

2
0

2
1 . 

mgRmgR
mv

2

2
1 . 

01v . 
2). Для произвольного момента времени до соприкосновения М со 

стержнем обозначим через С точку нити, контактирующую со стерж-

нем в этот момент (рис. 15). На неё действуют с двух сторон силы 

натяжения нити 1T , 2T  и составляющие силы нормальной реакции со 

стороны гладкого стержня yN , zN . Обозначим углы наклона 1T , 2T  к 

осям y, z, соответственно, через 1 , 2 . Так как точка С невесома, то 

уравнения динамики для неё имеют вид уравнений статики:  

 0sinsin 2211 TTF
k

kx . (1) 

 0cos 11TNF y

k

ky ,  0cos 22TNF z

k

kz , (2) 

С учетом TTT 21  получим из (1):  

 21 . (3) 

M0 

Рис. 14 

M1 

G 

an 

T 
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Из (2), с учетом (3), получим, что полная нормальная реакция со 

стороны стержня, а значит, по третьему закону Ньютона, и сила дав-

ления нити на стержень равна: 

 cos222 TNNN zy . (4)  

Из (3) можно сделать необходимый для дальнейшего решения вы-

вод. Если плоскость с горизонтальным участком нити мысленно по-

вернуть вокруг оси х, подняв в вертикальную плоскость, то вся нить 

будет располагаться вдоль одной прямой под углом φ к вертикали, а 

действующие на точку М силы останутся теми же. Значит, траектория 

и закон движения по ней точки М совпадают с траекторией и законом 

движения точки на конце нити той же длины l, целиком располагаю-

щейся в вертикальной плоскости (рис. 16). Отсюда заключаем также, 

что радиус кривизны ρ точки М равен длине нити l. 

Уравнение движения точки М массы m в проекции на ось нормали, 

проходящую вдоль нити:    

 cosmgTman , (5) 

где 
l

vv
an

22

.  

Для положения 0М  при 0 , 0vv , mgT 30  из (5) получим:  

 g
l

v
2

2
0 . (6) 

Для положения 2М  из (5) получим, с учетом 2/02 vv  и  (6):  

O 

z 

M0 

y 

x M 

B 

A 

Рис. 15 

φ 

φ 

С 

T1 

Nz 

T2 

Ny 

M0 

Рис. 16 

φ 

M 

G 

an 
T 

aτ v0 

z 

O B 
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 cos
2

1
cos

4
cos

2
0

2
2 mgmg

l

v
mmg

l

v
mT . (7) 

По теореме об изменении кинетической энергии материальной 

точки при её подъеме от 0М  до 2M :  mgH
mvmv

22

2
0

2
2 . В положе-

нии 2M  точка М стремится к точке С. Поэтому при этом будет 

lAC . Тогда изменение высоты точки М: cosllH . С учетом 

условия 2/02 vv   и (6) получим:  

)cos(
222

1
2
0

2

0 llg
vv

, 

 
4

1

8

3
1cos

2
0

gl

v
. (8) 

Подставим (7) и (8) в (4): 

mgmgN
16

23

4

1

4

1

2

1
2 . 

 

Ответ.  1). 01v .   2). mgN
16

23
. 

 

Решение задачи Д2. 

1). Так как в момент 1t с  диск вращается по часовой стрелке, то 

момент трения при этом направлен против часовой стрелки.  Запишем 

дифференциальное уравнение вращения диска вокруг неподвижной 

оси: 

 тр
z

z MRF
dt

d
J .  (1) 

4
dt

d z . 

Здесь z  – алгебраическая угловая скорость (т.е. с учетом знака). 

Так как направление углового ускорения также по часовой стрелке, то 

с течением времени вращение будет по-прежнему по часовой стрелке. 
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Поэтому момент трения все время будет направлен против часовой 

стрелки, и дифференциальное уравнение будет сохранять вид (1). 

Разделяя переменные и интегрируя, получаем:  Ctz 4 . При 

1t : C42  (учли, что 2)1(z , так как по часовой стрелке). 

Отсюда 2C , и 

 24tz . (2) 

При 2t :  6224)2(z . По модулю: 6)2(  рад/с.  

 

2). Из (2) следует, что 0z  выполняется при 024t , т.е. при 

5,0t  с. Очевидно, при 5.00 t  диск вращается против часовой 

стрелки (в противном случае его остановка в момент 5.0t  с была бы 

невозможна). Поэтому при 5.00 t  момент трения направлен по 

часовой стрелке. Дифференциальное уравнение вращения диска при 

этом имеет вид: 

тр
z

z MRF
dt

d
J . 

6
dt

d z . 

dtd z 6 . 

Если использовать определенные интегралы, получим:  
5.0

0

0

)0(

6 dtd

z

z . 

35,06)0(z . 

30  (рад/с). 

При этом 

5,135,00RvA   (м/с). 

 

Замечание. Так как в условии задачи задано время, то удобно при-

менить именно ДУ вращения твердого тела. Теорему об изменении 

кинетической энергии механической системы лучше было бы исполь-

зовать, если бы был задан угол поворота диска. 

Ответ.  1). 6)2(  рад/с.    2). 5,1Av  м/с.  
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Решение задачи Д3. 

1 способ. Во время прыжка на кошку 2 со стороны дверцы 1 дейст-

вует горизонтальная реакция 21F  (рис. 17). Её работа по условию 

AA21 . По свойству внутренних сил для системы 1-2, со стороны 

кошки на дверцу действует сила 2112 FF  

(на рисунке приведен вид сверху). Импуль-

сы этих сил: 2112 SS , SSS 2112 . Так 

как точки приложения сил 21F  и 12F  гео-

метрически совпадают (в том смысле, что 

расстояние между этими точками равно ну-

лю), то 

AAA 2112 .               (1) 

Введем обозначения: m – масса дверцы, 

равная массе кошки; l  – ширина дверцы, z – 

ось вращения дверцы, zJ  – момент инерции 

дверцы,  – угловая скорость дверцы после прыжка кошки. Приме-

ним теорему об изменении кинетической энергии для дверцы:  

12

2

0
2

A
J z . 

Здесь было учтено следующее. Вертикальная составляющая силы, 

действующей на дверцу со стороны кошки, перпендикулярна переме-

щению точки приложения этой силы. Поэтому эта вертикальная со-

ставляющая работу не совершает. Также, очевидно, не совершают 

работу сила тяжести и силы реакции петель дверцы. 

Заметим, что отсюда, с учетом  (1), следует 0A . По-другому 

объяснить 0A  можно еще и так: направление силы 21F  противопо-

ложно направлению движения точки её приложения (которая «отхо-

дит назад»).  

С учетом (1) и 3/2mlJ z    (см. замечание 1), получаем: 

 A
ml

6

22

. (2) 

Рис. 17 

ω 

1 

2 

F12 

F21 

v 

S12 

О 

С 
S21 
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Наиболее короткое решение получается при использовании теоре-

мы об изменении кинетического момента при ударе, записанной для 

дверцы:  

)( 12,0,1 SMKK zдверцыzдверцыz . 

 lSml 0
3

1 2 . (3) 

Из (2), (3) находим массу: 

 
A

S
m

2

3 2

. (4) 

По теореме об изменении количества движения для системы «кош-

ка» в проекции на направление её прыжка: 

 210 Smv , (5) 

где v  – скорость центра масс С кошки сразу после её отрыва от двер-

цы. Существенно, что импульсы внутренних сил кошки в теореме (5) 

не фигурируют. Из (5) и (4) получаем ответ: 

S

A

m

S
v

3

2
. 

 

2 способ.  Теорема об изменении кинетической энергии для кошки:  

 i
кошки AAТ 0 , (6) 

где кошкиТ  – кинетическая энергия кошки сразу после прыжка, iA  – 

заранее неизвестная работа внутренних сил кошки. Если записать 

теорему еще и для всей системы 1-2:  

 
iz

кошки A
J

Т 0
2

2

, (7) 

вычесть (6) из (7), то придем к (2) из 1-го способа:  

 A
ml

6

22

. (8) 

Вновь используем (5): Smv 0 . Разделив (8) на (5), исключаем 

m : 
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S

A

v

l

6

22

. (9) 

Осталось связать в (9)  и v . Так как для всей системы 1-2:  

0)(
k

e
kz FM , то по закону сохранения кинетического момента для 

системы 1-2:  

 01 zz KK . (10) 

Вначале система 1-2 была в покое, отсюда 00zK .  

Проанализируем, корректно ли считать кошку материальной точ-

кой при записи 1zK ? Если упрощенно считать кошку материальной 

точкой, то можно сразу записать: 

 zдверцыzкошкиzz JlmvKKK ,1,11 . (11)  

Из (10), (11):  lmvml 2

3

1
, откуда  

 vl 3 . (12) 

Учитывая это в (9), получаем ответ как при 1-м способе: 

 
S

A
v

3

2
. (13) 

В 1-м способе такой же ответ получается и в общем случае, когда 

известно лишь, что кошка мала по сравнению с дверцей, однако все-

таки является механической системой. Поэтому (11) должно выпол-

няться в случае, когда кошка – механическая система. Значит, должно 

быть  lmvvmMK
i

iizкошкиz )(,1   (где iivm  – векторы количеств 

движений точек кошки). Дадим независимое обоснование этого, не 

используя ссылку на 1-й способ. Используя известную формулы из 

теории, запишем:   

 )(,, COzrCzкошкиz vmMKK , (14) 

где rCzK ,  – кинетический момент системы «кошка» относительно оси 

Cz , проходящей через её центр масс С, при относительном движении 

кошки относительно поступательно движущейся системы координат, 
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связанной с точкой С. )( COz vmM  – момент вектора количества движе-

ния системы «кошка» относительно оси вращения дверцы. Так как 

при прыжке внешние по отношению к кошке силы не создают момен-

тов относительно оси Cz и вначале было 00,CzK , то и после прыжка 

01,CzK . Тогда из (14) получается, с учетом обозначения vvC : 

lmvvmMK COzкошкиz )(,1 . Отсюда следует (11), и далее ответ (13).  

 

Замечание 1. Чтобы записать zJ , необязательно помнить значение 

момента инерции пластины. Достаточно использовать общее опреде-

ление момента инерции твердого тела относительно оси. Мысленно 

представим пластину как совокупность однородных стержней масса-

ми km   ( mm
k

k ) и длины l.  Тогда 

 3/3/ 22
, mllmJJ

k
k

k
стерженьzz . 

Замечание 2. Малость размеров кошки введена в условие задачи 

для корректности формулы (3). (Иначе, если учитывать размеры лап 

кошки, то правую часть (3) пришлось бы уточнять.) В то же время 

некорректно считать кошку материальной точкой (см. замечание 3).  

 

Замечание 3. Считать, что в (6), (7) 2/2mvТкошки  было бы некор-

ректно, так как скорость лап кошки в момент отрыва равна скорости 

точки дверцы, а скорость, например, её головы другая. При этом про-

исходят повороты её лап и изгиб туловища. Таким образом, кошка 

движется как механическая система, а не как материальная точка. 

Замечание 4. Для установления связи между  и v   непригодна 

теорема об изменении количества движения системы 1-2 в проекции 

на ось x , перпендикулярную плоскости дверцы:  

петлиxSlmmv ,2/ . 

Дело в том, что в её правой части содержится проекция импульса 

реакций петель дверцы петлиxS , , которая заранее неизвестна.   

Ответ. 
S

A
v

3

2
. 
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Решение задачи Д4. 

1 способ.  При о45  углы между сосед-

ними стержнями прямые. Рассмотрим отдель-

но систему точек В и С вместе со стержнем ВС 

(рис. 18). Внешними силами для неё будут 

силы реакции BAS , CDS . Обозначим через К 

центр масс этой системы. Из формулы для 

центра масс легко найти:  

                           l
mm

m
BK

21

1 ,                     (1) 

где l  – длина стержня. Теорема о движении 

центра масс для этой системы: 

CDBAK SSamm )( 21 . Спроецируем её на 

ось BCx : 

                           0,xKa .                           (2) 

Рассмотрим отдельно точку В (рис. 19).  
n
BKBKKB aaaa . По второму закону дина-

мики для точки В:    

BCBA
n
BKBKK SSaaam )(2 . 

Спроецируем на ось x  с учетом (1):  BC
n
BK Sam2 . Отсюда, из 

2
BC

n
BK BKa   и (1):  

 2

21

21 l
mm

mm
SBC . (3) 

По аналогии можно рассмотреть систему точек А и B вместе со 

стержнем AB. Проводя те же рассуждения, получим аналог формулы 

(2): 0, yLa , где L  – центр масс AB, ось ABy . Далее, рассматривая 

отдельно точку В, получим BA
n
BL Sam2 . Единственное отличие от 

вывода (3) в том, что так как 0AB , то 0n
BLa . Отсюда 

 0ABS . (4) 

x
 SCD 

K 

В 

С 

SBA 

Рис. 18 

x
 

SBC K 

В 

SBA 

aK 

aBK aBK 

n
 

τ
 

y
 

Рис. 19  
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Теперь, проецируя BCBAB SSam2  на оси yx, , можно найти, 

учитывая (3), (4):  

BCxB Sam ,2 ,   BAyB Sam ,2 . 

 2

21

1
, l

mm

m
a xB ,    0,yBa . (5) 

Рассматривая систему точек A и D вместе со стержнем AD и далее 

точку D аналогично изложенному выше, придем к симметричным 

аналогам формул (3) и (4): 

 2

21

21 l
mm

mm
SAD ,  0CDS . (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проецируя ADA Sam1 , CBC Sam2  на оси yx, , с учетом (3), (6) 

(рис. 20): 

 2

21

2
, l

mm

m
a xA ,    0,yAa . (7) 

 0,yCa . (8) 

Определяем AB  и BC  (рис. 20). Проецируем BAAB aaa  

( 0n
BAa ) на x :  BAAB aaa ,  откуда  ABBABA laaa   и  

2

21

12

mm

mm
AB . 

x
 

SCB 

D 

В 

С 

SAD 

y
 

A 

SBC 

SDA 

aB 

aD 

aC aA 
x

 

В 

С 

y
 

A 

aB 

aC aA 

n 

D 

εAB 

τ 
aBA 

aBC 

(εBC) 

(aBC) 
τ 

Рис. 20 Рис. 21 
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(Если 12 mm , то 0AB  и AB  направлено против часовой стрел-

ки. При 12 mm  AB  по часовой стрелке). Проецируем 

n
BCBCCB aaaa  на y : 0BAa ,   откуда 

0BC . 

 

Замечание 1. Использованную в условии формулировку «систему 

свободно отпустили» можно трактовать по-разному: либо систему 

полностью лишили всех связей, кроме опоры на горизонтальную по-

верхность, либо систему лишили даже этой опоры. Во втором случае 

силы тяжести никак не повлияют на ход решения (в однородном поле 

сил тяжести дополнительные угловые ускорения возникнут не могут). 

Если бы система располагалась в наклонной плоскости, то это также 

никак не повлияло бы на ответ задачи. 

Замечание 2. Из решения следует, что направление  в условии 

роли не играет. Понятно, что угловые скорости стержней BC  и 

AD должны быть направлены в одну и ту же сторону (так как ABCD  

– ромб в любой момент времени), но неважно, по часовой стрелке или 

против неё. 

Замечание 3. Из 0BC  следует 0BKa  и 0Ka , т.е. рисунок для 

вывода (2) на самом деле еще проще (правда, заранее это неизвестно). 

В то же время 0La  ( La  был введен в рассмотрение при обоснова-

нии (4)).  

Замечание 4. То, что 0ABS , нуждалось в строгом обосновании. 

Опираться на нестрогие соображения типа «очевидно, что движение 

систем В-С и А-D никак не связано» было бы недостаточно коррект-

ным. Кстати, несложно проверить, что при 
o45  будет 0ABS .  

 

Более длинное решение получается при сведении задачи к иссле-

дованию механической системы с двумя степенями свободы. Ниже 

приведены основанные на этом три различных способа решения. 
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2 способ.  Для решения можно 

применить общее уравнение ди-

намики. Способ приведен без 

промежуточных выкладок. 

Рассмотрим движение каждой 

из точек DCBA ,,,  как сложное 

(рис. 22). Переносное движение 

каждой из этих точек связано с 

вращением ABCD  (при этом 

изменяется ψ – угол поворота 

прямой AC ) вокруг точки О, 

находящейся на пересечении 

AC и BD , а также с движением 

самого центра О. Отметим, что 

0Oa , что сразу следует из теоремы о движении центра масс для 

ABCD . Относительное движение каждой из точек связано с измене-

нием угла , т.е. с изменением формы ромба.  

Для данного положения системы, когда углы между соседними 

стержнями прямые, полная картина распределения ускорений точек 

BA,  приведена на рис. 23. (Для точек DC,  ускорения определяются 

по аналогии с учетом симметрии.) Переносная и относительные угло-

вые скорости:  2/re , при этом rAB ,  и rBC ,  противонаправ-

лены. eeBeA raa ,, , где OBOAr .  4/2
,, raa n
eB

n
eA .  Для оп-

ределения rAv , , rBv ,  строится rABP ,  – МЦС при относительном движе-

нии AB . 2/,, rvv rBrA . Тогда 2/2,, raa кВкА .   Ускорения rАa ,  

и rBa ,  при плоскопараллельном относительном движении AB  можно 

выразить через rrAB, :   

))4/(( 2
, rrА ra ,  ))4/(( 2

, rrB ra . 

 

 

 

О 

vA,e 

В 

D 

С 

PAB,r 

ψ 

vA,r 

vB,e 

vB,r 

φ 

A 

Рис. 22 
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Придадим системе возможное 

перемещение (рис. 24). Общее 

уравнение динамики:   

0DDCCBBAА rФrФrФrФ . 

 Из соображений симметрии 

легко установить, что 

BBAАDDCC rФrФrФrФ

. 

 Получаем уравнение:  

0BBAА rФrФ . После сокра-

щения общего знака «-» в выра-

жениях для сил инерции: 

))()(( ,,,,,,1 rArA
n
eAeAкAeA saasaam  

0))()(( ,,,,,,2 rBrB
n
eBeBкBeB saasaam . 

Здесь rss eBeA ,, ,  rss rBrA ,, ψ. Учитываем это в 

уравнении, и затем варьируем раздельно по  и ψ, т.е. полагаем сна-

чала 0 , ψ 0 , а затем 0 , ψ 0 . Получаем два соотно-

шения: 

С 

εBC,r εAB,r 

n 

О 

В 

A 

aA,r 

y 

τ aB,r 

x 

aBA,r 

aBA,r n 

О 
aA,e 

n 

В 

D 

С A ωe 

aA,r 

aA,к 

aA,e 

τ 

εe 
ωBC,r 

ωAB,r 

vA,r 

vB,r 
aB,e 

τ 
aB,r 

aB,к aB,e 

Рис. 23 

О 

δrA,e 

В 

D 

С 

A 
δψ 

PAB,r 

δψ 

δrA,r 

δrB,e 

δrB,r 

δφ 

δφ 

Рис. 24 
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0)()( ,,2,,1 кBeBкAeA aamaam , 

0)()( ,,2,,1 rB
n
eBrA

n
eA aamaam . 

Подставляя значения ускорений, получим систему двух уравнений 

относительно e  и r . Решая её, находим: 

2

2

21

12

mm

mm
re . 

Учитывая противоположные направления rAB,  и rBC, , получим 

окончательно: 

2

21

12

mm

mm
reAB . 

0reBC . 

 

3 способ.  Задачу можно также решить с помощью уравнений Ла-

гранжа 2-го рода. 

Рассмотрим вначале произвольное положение системы. Обобщен-

ные координаты – углы  и , введенные во 2-м способе (будем от-

считывать их против часовой стрелки) (рис. 22).  

Рассмотрим движение системы в инерциальной системе отсчета, 

связанной с центром масс системы O. Относительно этой системы 

отсчета переносное и относительное движения точек DCBA ,,,  опре-

деляются по аналогии со 2-м способом, однако с учетом 0Ov  отно-

сительно неё. 
 cos, lOAv eA ,     sin,, lAPv rABrA , 

 sin, lOBv eB ,     cos,, lBPv rABrB . 

Так как rAeA vv ,, , rBeB vv ,, , то кинетическая энергия системы: 

)()(
22

2 2
,

2
,2

2
,

2
,1

2
2

2
1

rBeBrAeA
BA vvmvvm
vmvm

T  

 ))cossin()sincos(( 22
2

2
1

22
2

2
1

2  mmmml .     (9) 



 

- 31 - 




2)cossin( 2
2

2
1

2 mml
T

, 

))cossin(2sin)((2 2
2

2
1

2
21

2 


mmmml
T

dt

d
, 

2sin))(( 22
12

2 mml
T

. 




2)sincos( 2
2

2
1

2 mml
T

, 

))sincos(2sin)((2 2
2

2
112

2 


mmmml
T

dt

d
, 

0
T

. 

Потенциальная энергия системы: constП .  

0
П

,   0
П

. 

Учтем, что 
AB ,  

BC  (знак «-», т.к. относительное 

вращение BC  происходит в направлении, противоположном относи-

тельному вращению АВ ). При 0t : 4/)0( ,  0)0(AB , 

)0(BC  (если считать направление BC  против часовой стрелки, в 

противном случае результат будет тот же). Из условий 

0)0()0(  ,   )0()0(   

находим:  

 2/)0( ,    2/)0( . (10) 

Все подставляем в уравнения Лагранжа 2-го рода при 0t . 

 
ПTT

dt

d


,     

ПTT

dt

d


. (11) 

00
2

)0(
)(

4
)(2 21

2

21
2 

mmmml ,   
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     00
2

)0(
)(

4
)(2 21

2

12
2


mmmml . 

Отсюда сразу находим: 

 
2

)0(
2

21

12

mm

mm
 , (12) 

 
2

)0(
2

21

12

mm

mm . (13) 

 2

21

12)0()0()0(
mm

mm
AB

 . (14) 

 0)0()0()0( 
BC . (15) 

 

4 способ.  Задачу можно решить и с помощью двух теорем динами-

ки механической системы: теоремы об изменении кинетического мо-

мента и теоремы об изменении кинетической энергии (продифферен-

цированной по времени).  

Как и в 3-м способе рассмотрим движение системы в инерциальной 

системе отсчета, связанной с центром масс системы O (рис. 22).  

Моменты количеств движений точек А и В относительно непод-

вижной оси Оz:   

22
1,1,1,1)( cos0)()( lmOAvmvmMvmMk eArAzeAzAz , 

22
2,2,2,2)( sin0)()( lmOBvmvmMvmMk eBrBzeBzBz , 

Кинетический момент системы: 

)sincos(2)(2 2
2

2
1

2
)()( mmlkkK BzAzz . 

Теорема об изменении кинетического момента, с учетом 

0)(
i

e
iz FM :     0

dt

dKz ,  т.е. 

 0))sincos(2sin)((2 2
2

2
112

2  mmmml . (16) 

Соотношение (16) совпадает со вторым уравнением Лагранжа (11) 

в предыдущем способе. 



 

- 33 - 

Дифференцируем по времени теорему 
i

iATT 0 , где T  записа-

на в (9), с учетом 0
i

iA : 

 )sincos(22sin))((( 2
2

2
1

22
12

2 mmmml
dt

dT
 

 0))cossin(2 2
2

2
1

mm . (17) 

При 0t , с учетом (10),  из (16) получаем (13), а из (17) получаем 

сначала 0)0()0()0()0(  , откуда следует (12). Тогда из (12), 

(13) получаем ответы (14), (15). 

 

Ответ.  2

21

12

mm

mm
AB ,    0BC . 


