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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. Задачи исследования систем массового 

обслуживания (СМО) с ограничениями на управляющие параметры приобретают 

особую актуальность. Задачи такого рода играют важную роль в различных пред-

метных областях, таких как теория телетрафика, логистика, теория коммуникаций 

и др. Согласно указу Президента Российской Федерации № 145 «О стратегии 

научно-технологического развития Российской Федерации», в соответствии с 

п. 21 а, е, и п. 22 стратегии, развитие современных интеллектуальных телекомму-

никационных систем относится к одному из приоритетных направлений научно-

технологического развития страны.  

В условиях наступившей четвертой промышленной революции, предпола-

гающей новый подход к производству, основанный на массовом внедрении ин-

формационных технологий в промышленность, масштабной автоматизации биз-

нес-процессов и распространении искусственного интеллекта, важнейшими ста-

новятся задачи, связанные с повышением показателей эффективности различного 

рода технологических процессов и технических систем. Исследования в направ-

лениях теории массового обслуживания с ограничениями на управляющие пара-

метры не только улучшают существующие технологии и процессы, но и откры-

вают новые возможности для будущих исследований, способствуя развитию как 

научных, так и практических дисциплин. 

В простейших случаях объекты, функционирующие по принципу СМО, 

описываются наиболее известными классическими моделями. Однако для более 

глубокого изучения различных систем требуются сложные модели, учитывающие 

их различные технические особенности. K таким моделям можно отнести CMO, 

которые имеют те или иные ограничения на параметры системы. 

Среди задач с ограничениями на управляющие параметры особое внимание 

уделяется тем, в которых ограничения касаются времени пребывания заявки в си-

стеме. Иными словами, некоторые заявки в таких системах являются «нетерпели-

выми». Для подобных систем массового обслуживания можно выделить два ос-
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новных подхода к постановке задачи. В первом случае заявка может покинуть си-

стему как из очереди, так и с обслуживания. Во втором случае «нетерпеливая» за-

явка покидает систему, находясь в очереди. Модели такого типа остаются наиме-

нее изученными среди всех типов систем массового обслуживания. Исследование 

этих моделей имеет большое значение при оптимизации процессов в подобных 

системах, что открывает новые возможности для улучшения их эффективности. 

Одна из основных задач изучения подобных систем заключается в следую-

щем. Для расчетов в простейших моделях используются суммы либо бесконечно-

го, либо конечного числа слагаемых.  

Для того, чтобы найти решения для таких задач целесообразно использова-

ние численных методов. В этом случае все численные показатели системы массо-

вого обслуживания определяются по отдельности путем суммирования несколь-

ких первых членов соответствующего ряда, который может быть как конечный, 

так и бесконечный. Однако данный подход не позволяет получить замкнутое ана-

литическое решение. Несмотря на это подход с использованием приближенных 

численных методов позволяет оценить основные характеристики системы, что 

может быть достаточным для ряда прикладных задач. Детальное же изучение 

процессов в таких системах, как правило, остается затруднительным.  

В данной работе впервые представлена одноканальная система массового 

обслуживания смешанного типа с временем обслуживания, представляющим со-

бой сумму независимых экспоненциально распределенных случайных величин, с 

накопителем неограниченной емкости и решается задача комплексного исследо-

вания режимов функционирования CMO с эрланговски распределенным време-

нем обслуживания, что подразумевает под собой разработку моделей, методов и 

комплекса программ, направленных на определение характеристик системы, 

обеспечивающих требуемое качество обслуживания. Подобного рода системы 

могут быть рассмотрены при разработке систем сопровождения, администриро-

вания, и эксплуатации программно-технических средств и информационных ре-

сурсов, а также для мониторинга и оптимизации производственных процессов, а 
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значит, задача изучения CMO 𝑀/𝐸𝑟/1 с ограничениями на время пребывания 

требования в очереди является актуальной.  

Степень разработанности темы. 

Теория массового обслуживания берет свои истоки в исследованиях, свя-

занных с телефонными системами. Пионерами в этой области были такие ученые, 

как У. Феллер, М.Д. Кендалл и др. Феллер изучал вопросы, касающиеся концеп-

ции очередей. Kендaлл ввел понятие вложенных цепей Mаркова и разработал ши-

роко используемую классификацию CMO. Кларк первым нашел решение для 

уравнений процесса гибели и размножения с постоянными коэффициентами для 

переходного состояния. 

Дальнейшие исследования были посвящены развитию методов решения за-

дач теории массового обслуживания. С. Карлин и Мак-Грегор предложили метод 

решения с использованием коэффициентов, зависящих от числа требований в 

очереди. Т.Л. Caaти разработал решение для переходного состояния марковской 

модели многоканальной CMO с использованием преобразования Лапласа. Эти 

ранние работы заложили основы в дальнейших исследованиях теории массового 

обслуживания (TMO), которая нашла применение в различных предметных обла-

стях. 

Вопросами, возникающими при изучении СМО в настоящее время в нашей 

стране, занимается ряд ученых: Т.И. Алиев, Ю.В. Гайдамака, А.Н. Дудин, 

В.Н. Задорожный, А.А. Назаров, А.Н. Моисеев, С.П. Моисеева, С.В. Пауль, 

А.В. Печинкин, В.А. Романенко, В.В. Рыков, К.Е. Самуйлов, С.П. Сущенко, 

В.Н. Тарасов, О.М. Тихоненко, М.П. Фархадов, М.А. Шнепс-Шнеппе и др. В 

большинстве случаев эти проблемы имеют частный характер и ограничиваются 

анализом первых моментов различных характеристик систем массового обслужи-

вания. 

В современных условиях в теории массового обслуживания отсутствие за-

мкнутого аналитического решения является проблемой, которая рассматривается 

как прикладная область исследований. В области таких видов моделирования как 

имитационное и аналитическое существует немалое количество публикаций. Зна-
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чительный вклад в развитие теории внесли такие ученые как А.А. Боровков, 

Б.В. Гнеденко, Д. Кендалл, Д. Кокс, Д. Литтл, Ф. Поллячек, В. Смит, Л. Такач, 

А.Я. Хинчин. Однако на практике аналитические расчеты до недавнего времени 

проводились с использованием формул, которые были предложены А. К. Эрлан-

гом в начале прошлого века. 

Классический метод Эрланга применим к системам c простейшим входя-

щим потоком и показательно распределенным временем o6cлyживaния. Однако 

если первое из названных допущений на основании ряда теоретических 

coo6paжeний можно признать реалистическим, то второе в 6oльшинcтвe прило-

жений диктуется лишь coo6paжeниями «cчитaeмocти». Расчёт систем с эрлангов-

ски распределенным временем обслуживания и простейшим входным потоком 

(согласно классификации Кендалла 𝑀/𝐸𝑟/1) практически возможен только после 

«фазовой» аппроксимации распределения o6cлyживaния c экспоненциально рас-

пределённой задержкой в каждой.  

В системах массового обслуживания, где время обслуживания представляет 

собой сумму нескольких независимых случайных величин, распределенных по 

одному и тому же экспоненциальному закону, число заявок в системе в данный 

момент времени уже не будет представлять собой марковский процесс. Однако 

для таких систем существует возможность построить марковский процесс с не-

прерывным временем, применяя метод фиктивных фаз. Таким образом несмотря 

на то, что число заявок не является марковским процессом напрямую, можно ис-

пользовать специальные методы для моделирования такой системы как марков-

ского процесса с непрерывным временем. 

Для эрланговского распределения времени обслуживания предполагается, 

что каждая заявка, прибывшая в систему, должна пройти несколько фаз обслужи-

вания, длительность которых распределена по экспоненциальному закону. Анало-

гичный подход используется и в случае, когда времена обслуживания можно опи-

сать допускающими аналогичную вероятностную трактовку распределениями фа-

зового типа. 
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Системы 𝑀/𝐸𝑟/1 находят широкое применение в задачах организации тра-

фика телекоммуникационных сетей и в задачах промышленной инженерии. 

Используя матрично-геометрический подход, М. Ньютс исследовал систе-

мы массового обслуживания с эрланговским распределением времени обслужи-

вания. Следует отметить, что этот метод является чрезвычайно трудным для прак-

тической реализации и зачастую страдает от вычислительной нестабильности из-

за плохой обусловленности используемых матриц большой ̆размерности.  

Первая попытка применения нового метода изучения СМО с ограничениями 

на время нахождения заявки в очереди или в системе в целом в случае, когда все 

заявки можно назвать “нетерпеливыми” была предпринята в работах 

А.П. Кирпичникова. В основе данного подхода лежало применение функции 

Г. Миттаг-Леффлера 1-го порядка. 

С точки зрения практического применения, более перспективным представ-

ляется расширенный вариант задачи, в котором каждая заявка ожидает не дольше 

случайного времени, распределенного по экспоненциальному закону. До сих пор 

не проводились исследования СМО смешанного типа с эрланговски распределен-

ным временем обслуживания. 

Объектом исследования являются технические системы с очередями, 

функционирующие в информационных системах, финансовых учреждениях, 

службах преодоления чрезвычайных ситуаций, системах мониторинга качества и 

пр. Проблемы, возникающие в данных областях, структурируются вокруг очере-

дей, поэтому формальное описание современных систем логично формулировать 

в терминах теории массового обслуживания. 

Предметом исследования являются вопросы изучения одноканальных 

СМО смешанного типа с временем обслуживания, распределенным по закону Эр-

ланга. 

Соответствие исследования паспорту научной специальности. Область 

диссертационного исследования соответствует следующим пунктам паспорта 

научной специальности 1.2.2. Математическое моделирование, численные методы 

и комплексы программ (технические науки): п.6. Разработка систем компьютер-
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ного и имитационного моделирования, алгоритмов и методов имитационного мо-

делирования на основе анализа математических моделей (технические науки); п.8. 

Комплексные исследования научных и технических проблем с применением со-

временной технологии математического моделирования и вычислительного экс-

перимента; п.9. Постановка и проведение численных экспериментов, статистиче-

ский анализ их результатов, в том числе с применением современных компьютер-

ных технологий. 

Цель и задачи исследования. 

Целью исследования является разработка комплекса инструментов для ана-

лиза характеристик CMO c ограничениями на время пребывания заявки в очереди, 

где время обслуживания подчиняется закону Эрланга. 

Задачи исследования: 

1. Разработать математическую модель СМО смешанного типа с ограничен-

ным временем ожидания заявки в очереди и временем обслуживания, распреде-

ленным по закону Эрланга, получить формулы для стационарных и нестационар-

ных характеристик модели. 

2. Разработать метод исследования CMO с эрланговски распределенным 

временем обслуживания, позволяющий найти требуемое количество фаз, обеспе-

чивающее заданный уровень качества обслуживания.  

3. Разработать имитационную модель СМО смешанного типа, а также мета-

модель, аппроксимирующую ключевые характеристики СМО на основе методов 

машинного обучения, для оценки показателей эффективности системы по задан-

ным входным параметрам. 

4. Разработать комплекс программных средств для решения задач по расче-

ту ключевых характеристик CMO и оценки её эффективности.  

5. Провести апробацию полученных результатов. 

Научная новизна представленных результатов характеризуется развитием 

методов математического моделирования СМО, качественных и приближенных 

методов исследования СМО, методов и алгоритмов имитационного моделирова-

ния, и заключается в следующем: 
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1. Разработана новая математическая модель СМО смешанного типа, от-

личающаяся от известных моделей сочетанием свойств СМО с ограниченным 

временем ожидания заявки в очереди и СМО с временем обслуживания, распре-

деленным по закону Эрланга. Строгими аналитическими методами получены об-

щие формулы для характеристик модели в стационарном и нестационарном ре-

жимах, позволяющие задавать временные рамки нахождения заявок в очереди и 

количество фаз обслуживания (п. 8 паспорта специальности 1.2.2). 

2. Предложен новый метод исследования CMO с эрланговски распределен-

ным временем обслуживания, отличающийся возможностью нахождения требуе-

мого количества фаз, обеспечивающего заданный уровень качества обслужива-

ния, которое может быть оценено с помощью коэффициента вариации различных 

характеристик СМО. Выявлено, что граничные значения числа фаз обслуживания 

логарифмически связаны с изменением приведенной интенсивности входного по-

тока заявок (п. 8 паспорта специальности 1.2.2). 

3. Разработана имитационная модель СМО смешанного типа с использо-

ванием инструментальной среды AnyLogic PLE, а также метамодель, отличаю-

щаяся возможностью аппроксимации ключевых характеристик СМО на основе 

методов машинного обучения. Метамодель позволяет оперативно оценивать по-

казатели эффективности системы по заданным входным параметрам без проведе-

ния ресурсоёмких имитационных экспериментов, что значительно ускоряет про-

цесс анализа (п. 6 паспорта специальности 1.2.2). 

4. Разработан комплекс специализированных программных средств, отли-

чающийся возможностью расчета ключевых характеристик CMO смешанного ти-

па и оценки её эффективности (п. 9 паспорта специальности 1.2.2). 

Теоретическая значимость диссертационной работы состоит в следую-

щем: 

– предложена новая разновидность моделей CMO с эрланговски распреде-

ленным временем обслуживания и ограниченным ожиданием в очереди, которые 

могут быть применены в различных областях; 
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– решена задача формализации стационарных и нестационарных характери-

стик СМО 𝑀/𝐸𝑟/1  cмешанного типа; 

– разработан новый метод исследования CMO, основанный на вычислении 

предельных значений количества фаз обслуживания, при которых система под-

держивает стабильный режим работы; 

– впервые к исследованию СМО применены ансамблевые методы машинно-

го обучения. 

Практическая значимость диссертационной работы заключается в том, 

что полученные результаты могут найти применение в различных областях, таких 

как транспортные и телекоммуникационные системы, производство, логистика, 

сфера обслуживания и других, работающих по принципу CMO смешанного типа, 

что окажет влияние на эффективность функционирования данных объектов.  

Методология и методы исследования включают применение теории веро-

ятностей, теории функций комплексного переменного и теории случайных про-

цессов и цепей Маркова. Для решения трансцендентных уравнений применялись 

соответствующие численные методы. Дополнительно была построена имитаци-

онная модель CMO смешанного типа с эрланговским распределением времени 

обслуживания в среде моделирования AnyLogic PLE. Для разработки метамодели 

СМО применены ансамблевые методы машинного обучения. Разработка и реали-

зация программного комплекса осуществлялись с использованием Wоlfrаm 

Mаthеmаticа. 

Положения, выносимые на защиту: 

1. Математическая модель СМО смешанного типа, сочетающая свойства 

СМО с ограниченным временем ожидания заявки в очереди и СМО с временем 

обслуживания, распределенным по закону Эрланга.  

2. Новый метод исследования CMO с эрланговски распределенным време-

нем обслуживания, полученные численные результаты: основной из них опреде-

ляет логарифмический характер поведения граничных значений числа фаз обслу-

живания, соответствующих стабильному режиму по длине очереди с изменением 

приведенной интенсивности входного потока требований.  
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3. Имитационная модель СМО смешанного типа, а также метамодель, ап-

проксимирующая ключевые характеристики СМО на основе методов машинного 

обучения.  

4. Комплекс специализированных программных средств для решения задач 

по расчету ключевых характеристик CMO и оценки её эффективности.  

Степень достоверности результатов диссертации обеспечивается кор-

ректной постановкой задач, строгим выполнением математических выкладок и 

проверкой полученных решений на соответствие известным частным случаям, 

описанным другими авторами. 

Апробация. Разработанные методы и алгоритмы внедрены в деятельность 

следующих организаций, что подтверждается соответствующими справками:  

1. ООО «Систематика Консалтинг», г. Москва при разработке системы тех-

нического сопровождения, администрирования, сервисной поддержки и эксплуа-

тации программно-технических средств и информационных ресурсов Федераль-

ной государственной информационной системы территориального планирования 

(ФГИC TП). 

2. ООО «НПО ЛАБС», г. Санкт-Петербург при разработке программно-

аппаратного решения для мониторинга и оптимизации производственных процес-

сов. 

Полученные результаты исследований активно используются в учебном 

процессе ФГБОУ ВО «КНИТУ» для обучения студентов по направлениям подго-

товки 01.03.02 «Прикладная математика и информатика» и 02.03.03 «Математиче-

ское обеспечение и администрирование информационных систем»  

Результаты диссертации докладывались на международной научной конфе-

ренции «FarEastCon-2020» (г. Владивосток, 2020), IV международной школе-

конференции «DCNAIR-2020» (г. Иннополис, 2020), 34-й международной науч-

ной конференции «Математические методы в технике и технологиях ММТТ-34» 

(г. Санкт-Петербург, 2021), 37-й международной научной конференции «Матема-

тические методы в технике и технологиях ММТТ-37» (г. Казань, 2024), междуна-

родной научной конференции «Перспективные фундаментальные исследования и 
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научные методы» (г. Санкт-Петербург, 2024), международной научной конферен-

ции «Перспективные исследования в технических и естественных науках» (г. 

Санкт-Петербург, 2024). 

Личный вклад автора. Все представленные результаты получены автором 

лично. В зарегистрированном программном обеспечении автору принадлежит ве-

дущая роль в разработке основных модулей для расчетов необходимых характе-

ристик.  

Публикации. По теме диссертации опубликовано самостоятельно и в соав-

торстве 10 печатных работ: 5 работ в рецензируемых научных изданиях, рекомен-

дованных ВAК РФ; 1 – в изданиях, индексируемых в Scopus, 4 – в прочих издани-

ях. Зарегистрировано 2 электронных ресурса. 

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, четырех 

глав, заключения, списка литературы и приложения. Диссертация напечатана в 

1,5 межстрочных интервала, полный объём составляет 126 страниц, включая 46 

рисунков. Библиографический список включает 95 литературных источников. 

Структура диссертации.  

В первой главе приводится обзор и анализ литературных источников, ре-

зультатов научных исследований, ранее выполненных по теме диссертации, дает-

ся характеристика предметной области и приводится постановка задачи. 

Вторая глава содержит аналитические результаты, полученные при форма-

лизации основных стационарных и нестационарных характеристик CMO с огра-

ниченным временем ожидания в очереди и эрланговским распределением време-

ни обслуживания. Были получены аналитические выражения для основных чис-

ловых и вероятностных характеристик модели, а также значения производящей 

функции, которая позволяет вычислить основные нестационарные характеристи-

ки модели. С использованием преобразования Лапласа и последующего его обра-

щения была получена производящая функция, что позволяет вычислить основные 

нестационарные характеристики модели. Эти результаты обеспечивают теорети-

ческую основу для последующего построения метамоделей и проведения имита-
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ционных исследований, направленных на повышение эффективности и адаптив-

ности систем массового обслуживания в реальных условиях эксплуатации 

В третьей главе представлен метод исследования систем массового обслу-

живания (СМО) смешанного типа с эрланговским распределением времени об-

служивания. Метoд основан на определении критических значений числа фaз об-

служивания, пpи которых система поддерживает стабильный режим работы. Для 

исследования разработана программа, с помощью которой был проведен ряд вы-

числительных экспериментов. Результаты представлены в виде графиков для раз-

личных приведенных интенсивностей модeли CMO. Былa обнаруженa логариф-

мическая зависимость количества фaз обслуживания от скорости поступления за-

явок. 

В четвертой главе рассмотрены принципы разработки многоканальной си-

стемы массового обслуживания с ограниченной очередью в виде программного 

продукта, реализованного на платформе .NET с использованием языка програм-

мирования C#. Особое внимание уделено высокопроизводительной обработке 

данных и параллельным вычислениям. Предлагаются архитектурные решения для 

реализации многоканальной системы массового обслуживания, обсуждаются ос-

новные компоненты системы, включая очередь, каналы обработки и механизмы 

управления заявками. Интеграция Parallel Framework в процесс разработки много-

канальной CMO с ограниченной очередью позволяет оптимизировать распреде-

ление ресурсов и снизить время ожидания в системе. Приводятся примеры кода, 

которые демонстрируют аспекты реализации многопоточности и использование 

конкурентных коллекций для эффективного управления заявками в очереди.  

Рассматриваются возможности для дальнейшего развития разработки мно-

гоканальных систем массового обслуживания на платформе .NET, учитывая по-

стоянно меняющиеся требования и технологические возможности.  

Особое внимание уделяется возможности расширения результатов, полу-

ченных в четвертой главе, для использования не только для представленной мо-

дели 𝑀/𝐸𝑟/1, но и для многоканальных случаев. Подходы, использованные при 

разработке программного продукта, являются универсальными и могут быть 
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адаптированы для различных типов СМО, что позволяет улучшить масштабируе-

мость и гибкость системы. 

В заключении приводятся основные результаты, полученные в данной ра-

боте, а также рекомендации и перспективы дальнейшей разработки темы. 

В приложении приводятся акты о внедрении результатов диссертационной 

работы, а также свидетельство о регистрации электронного ресурса. 
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 1 АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

 

1.1 Обзор исследований, посвященных CMO с эрланговским распределением 

времени обслуживания 

 

Зарождение теории массового обслуживания (TMO) было обyсловлено за-

дачами телефонии. Впоследствии TMO получила широкое развитие, о чем свиде-

тельствует множество работ [1-45], посвященных аналитическим и имитацион-

ным методам расчета CMO. Основной вклад в разработку и анализ классических 

моделей ТМО внесли А.А. Боровков, Б.В. Гнеденко, Д. Кендалл, Д. Кокс, Д. 

Литтл, Ф. Поллячек, В. Смит, Л. Такач, А.Я. Хинчин. Но на практике до недавне-

го времени аналитические расчеты осуществлялись по формулам, предложенным 

А. К. Эрлангом в начале прошлого века.  

Феллером [6] исследовались задачи, которые были связаны с понятием оче-

реди. В работах М. Д. Кендалла было введено понятие вложенных цепей Маркова 

[7] и классификация систем массового обслуживания [8], широко используемая в 

настоящее время. А. Кларк первым получил решение уравнений процесса гибели 

и размножения [9] с постоянными коэффициентами для переходного состояния. 

С. Карлин и Мак-Грегор предложили решение этой задачи с помощью коэффици-

ентов, представляющих из себя функции числа требований в очереди [10]. Далее, 

Т. Л. Саати было получено решение для переходного состояния марковской моде-

ли многоканальной системы, использующее преобразование Лапласа [2].  

Начало исследований комбинированных моделей CMO можно найти в ра-

ботах Дж. Коэна, посвященных телефонии [11-22]. Эту же проблему активно изу-

чали Л. Костен и А. Эллдин, П. Ле-Галль, М. А. Шнепс, Г. Л. Ионин, Ю. Н. Кор-

нышев.  В литературе такие системы получили название "системы смешанного 

типа", так как они сочетают в себе элементы ожидания и отказов. 

Х. Такаджи в своих работах [23,24] исследует функции распределения вре-

мени ожидания и времени обслуживания заявки в моделях M/M/m/K и 

M/M/m/K/N с дисциплиной FIFO (первым пришел, первым обслужен). Он также 
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явно вычисляет моменты распределения времени задержки, которые отражают 

качество обслуживания. Такаджи рассматривает смешанные системы с ожидани-

ем и отказами, которые включают несколько серверов и конечный буфер. 

Задачи теории массового обслуживания в настоящее время решаются в ра-

ботах ряда ученых: Т.И. Алиева, В.Н. Задорожного, А.А Назарова, 

А.В. Печинкина, В.В. Рыкова, К.Е.Самуйлова, С.П. Сущенко, В.Н. Тарасова, 

М.П. Фархадова, М.А. Шнепс-Шнеппе и др. [25-38]. 

Системы массового обслуживания, у которых время обслуживания пред-

ставляет собой сумму из нескольких независимых случайных величин, распреде-

ленных по одному и тому же экспоненциальному закону, которые, согласно клас-

сификации Кендалла имеют вид 𝑀/𝐸𝑟/1, рассматривались в работах [2,3,11,13, 

39]. 

В работе [40] рассмотрена система с пуассоновским входным потоком и с 

эрланговски распределенным временем обслуживания. Предполагается, что время 

обслуживания фиксировано. Для этой модели изучена проблема оптимального 

выбора времени обслуживания в задаче минимизации интенсивности потока по-

терь. Численные результаты показывают, что при задании оптимальных значений 

регулирующим параметрам системы может быть достигнуто значительное сни-

жение скорости потерь в сети, особенно при умеренной нагрузке на сеть, когда 

распределение времени обслуживания имеет небольшую дисперсию.  

В работе [41] представлена производственная модель системы, работающая 

по принципу CMO M/Er/1. В работе представлена полная характеристика пара-

метров, необходимых для оптимальной работы системы. Кроме того, исследуется 

влияние изменчивости времени обслуживания заявок системой.  

Для нахождения вероятностных характеристик установившегося режима 

системы M/Er/1 в статье [42] представлены два новых метода. В качестве одного 

из подходов к нахождению вероятностных характеристик вводится новый рекур-

рентный метод, являющийся более точным и эффективным в вычислительном от-

ношении, чем существующие. Кроме того, в работе представлена новая аналити-
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ческая формула для нахождения стационарных характеристик системы, что дает 

новое представление о ее поведении. 

В работе [43] проводится комплексное имитационное исследование для ве-

рификации результатов, полученных для байесовской оценки средней длины оче-

реди. Также в этой статье была найдена байесовская оценка интенсивности вход-

ного потока в модели M/Er/1 с использованием метода наименьших квадратов.  

При эксплуатации различных CMO, часто встречаются случаи, когда ис-

пользуются модели без так называемых 0-х входов и 0-х ожиданий. В работах 

[2,44] дано следующее определение: 

Под нулевым входом понимается случай, когда на момент прихода заявки 

в систему имеется свободное обслуживающее устройство. При этом обслужива-

ние заявки происходит незамедлительно. 

Нулевое ожидание - случай, когда на момент прихода заявки все имеющи-

еся в системе обслуживающие устройства заняты, однако других заявок в очереди 

нет. Следовательно, заявка, ожидающая обслуживания, не имеет перед собой дру-

гих требований в очереди. 

При расчете параметров очереди необходимо учитывать состояния системы, 

в которых отсутствуют как 0-е входы, так и 0-е ожидания. Реальной очередью 

называется очередь, рассчитанная без учета этих двух случаев. Важно отметить, 

что минимальное число заявок для реальной очереди всегда равно 1 [44].  

Впервые проблема реальных очередей была поставлена Т. Саати в его клас-

сической монографии [2], в которой для системы M/M/m была рассмотрена вели-

чина, представляющая собой, как указано в [2], среднее число требований, кото-

рые действительно какое-то определённое время пребывали в очереди в ожидании 

начала обслуживания. В работе [46] получены результаты для СМО M/Er/1 для 

случая реальной очереди, которые описаны ниже.  

Предположим, что в некоторую систему массового обслуживания в разное 

время поступают пять однородных заявок. В трех случаях эти заявки обслужива-

ются немедленно, так как обслуживающий прибор на момент их поступления в 
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CMO был свободен. В двух других случаях заявки ожидают начала обслуживания 

в течение некоторого времени. 

В одном из этих двух случаев первая заявка обнаруживает, что обслужива-

ющий прибор занят другой заявкой, поступившей в систему ранее, и ожидающей 

начала обслуживания. В другом случае первая заявка обнаруживает в очереди пе-

ред собой две такие же заявки, ожидающие начала обслуживания. 

Таким образом 

𝑄 =
1 + 2

5
=

3

5
, 

Однако учитывая только те две заявки, которые действительно ожидали в 

очереди на обслуживание, средняя длина очереди будет следующей 

𝑄𝑟𝑒𝑎𝑙 =
1 + 2

2
=

3

2
. 

В данном случае 𝑄 можно условно называть математической очередью, в 

отличие от реальной очереди 𝑄𝑟𝑒𝑎𝑙. Как видим, средняя длина математической 

очереди связана со средней длиной реальной очереди следующим отношением 

          (1.1) 

где в знаменателе формулы стоит сумма вероятностей состояний системы, 

для которых действительно имеет место очередь. Для указанного числового при-

мера формула (1.1) обеспечивает верный результат. 

Чтобы вычислить среднюю длину реальной очереди, необходимо в норми-

ровочном условии проводить суммирование не по всем состояниям системы, а 

лишь начиная с 𝑘 = 2. Применяя формулы  

𝑃𝑗(𝑧) = ∑ 𝑝𝑖𝑗𝑧𝑖 

∞

𝑖=1

 

и 

−(𝜆 + 𝜇)𝑃𝑗(𝑧) + 𝜆𝑧𝑃𝑗(𝑧) + 𝜇𝑃𝑗+1(𝑧) = 0, 0 < 𝑗 < 𝑟 − 1,                             (1.2) 

−𝜆(𝑃𝑟(𝑧) + 𝑝0) − 𝜇𝑃𝑟(𝑧) + 𝜆𝑧(𝑃𝑟(𝑧) + 𝑝0) +
𝜇

𝑧
𝑃1(𝑧) = 0, 
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и выражая 𝑃𝑗  через 𝑃𝑗−1 и применяя описанное выше нормировочное условие 

∑ 𝑝𝑖
∞
𝑖=2 = ∑ ∑ 𝑝𝑖𝑗

𝑟
𝑗=1

∞
𝑖=2 = 1 получаем  

𝜆𝑝0 = 𝜇𝑝11                                                                                                       (1.3) 

𝜆 = 𝜇 ∑ 𝑝𝑖1
∞
𝑖=3   

Принимая во внимание тот факт, что  

𝑝𝑖𝑗 =
𝑃𝑗

(𝑖)(0)

𝑖!
  

из (1.1.2) получаем  

𝜆

𝜇
= ∑

𝑃1
(𝑖)(0)

𝑖!

∞
𝑖=3 .                                                                                                 (1.4) 

 

Следовательно,  

𝜆

𝜇
= 𝑃1(1) − 𝑃1(0) − 𝑃′(0) −

𝑃1
(2)(0)

2
                                                                (1.5) 

C учетом формул (1.2) и (1.5) получаем 

𝜆

𝜇
=

𝜆

𝜇
∗

𝑝0

1−𝜌
−

𝜆

𝜇
∗ 𝑝0 −

𝜆

𝜇
∗ ((

𝜆

𝜇
+ 1)𝑟 − 1) ∗ 𝑝0                                                (1.6) 

Таким образом, разделив обе части (1.6) на 
𝜆

𝜇
 получаем 

𝑝0 =
1−𝜌

𝜌−(1−𝜌)((
𝜆

𝜇
+1)𝑟−1)

.                                                                                   (1.7) 

Теперь, зная 𝑝0, можно рекуррентно вычислить совокупность вероятностей 𝑝𝑖𝑗 , 

исходя из системы уравнений Колмогорова: 

   (1.8) 
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Однако нужно отметить, что в данном случае вычисления иногда будут 

приводить к большим погрешностям из-за того, что придется складывать числа с 

противоположными знаками. Исходя из этого для вычисления совокупности ве-

роятностей 𝑝𝑖𝑗необходимо воспользоваться производящей функцией, которая бу-

дет иметь вид 

𝑃(𝑧) = 𝑝0 + ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑟
𝑗 = 𝑝0 ∗ (1 − 𝑧)/ (1 − 𝑧 (1 +

𝜆

𝜇
(1 − 𝑧))𝑟)        (1.9) 

Тогда, среднее число заявок в системе в случае реальной очереди определяется 

формулой 

𝑁𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝑃′(1) = 𝜌 +
𝜌2(1+𝑟−1)

2(1−𝜌)(𝜌−(1−𝜌)((𝜆/𝜇+1)𝑟−1))
.                               (1.10) 

Тогда формула для расчета средней длины реальной очереди имеет вид 

𝑄𝑟𝑒𝑎𝑙 = 𝑁 − 𝜌 =
𝜌2(1+𝑟−1)

2(1−𝜌)(𝜌−(1−𝜌)((𝜆/𝜇+1)𝑟−1))
.                                             (1.11) 

Формула, полученная с применением теоремы полной вероятности и ранее 

выведенных результатов для преобразования Лапласа-Стилтьеса стационарного 

распределения времени ожидания начала обслуживания в условиях реальной 

очереди, имеет вид: 

𝜔(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑊(𝑥) = 𝑝0 + ∑ ∑ (

𝜇

𝜇+𝑠
)∞

𝑗=1
∞
𝑖=1

(𝑖−1)𝑟+𝑗
= 𝑝0 +

(
𝜆((𝜇+𝑠)𝑟−𝜇𝑟)

𝜆𝜇𝑟−𝜆(𝜇+𝑠)𝑟+𝑠(𝜇+𝑠)𝑟)                          (1.12) 

Стационарное распределение времени пребывания заявки в системе 𝑉(𝑥) имеет 

преобразование Лапласа-Стилтьеса 

𝜑(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑉(𝑥) =  𝜔(𝑠) (

𝜇

𝜇+𝑠
)

𝑟
                                                         (1.13) 

Тогда, с учетом формул (1.12) и (1.13), стационарные средние времена ожидания 

обслуживания и пребывания в системе в целом для случая реальной очереди 

имеют вид 

𝜔𝑟𝑒𝑎𝑙 = −𝜔′(0) =
𝜆𝑟2(1+

1

𝑟
)(𝜌−1)

2(𝜇−𝜆𝑟)2(𝜌−(1−𝜌)((�̂�+1)𝑟−1))
=

𝑄𝑟𝑒𝑎𝑙

𝜆
                                (1.14) 

𝜈𝑟𝑒𝑎𝑙 = −𝜑′(0) =
𝑁𝑟𝑒𝑎𝑙

𝜆
                                                                                             (1.15) 
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Таким образом, получены формулы Литтла, которые связывают средние 

времена ожидания обслуживания и пребывания в системе со значениями средней 

длины очереди и среднего числа заявок в системе в целом в случае рассмотрения 

реальной очереди.  

Среди задач TMO выделяется класс задач с ограничениями на среднее вре-

мя пребывания поступившей в систему заявки. Такие ограничения могут накла-

дываться как на среднее время пребывания заявки в очереди, в ожидании начала 

обслуживания, так и в системе массового обслуживания в целом, как в очереди, 

так и под обслуживанием. Говоря другими словами, в СМО данного типа часть 

заявок являются «нетерпеливыми» заявками, которые, подождав некоторое время, 

могут уйти либо из очереди, либо из системы, в том числе находясь на стадии об-

служивания. Модели такого типа являются наименее изученным классом систем 

массового обслуживания среди всех типов СМО.  

Для эффективного управления системами, работающими по принципу си-

стем массового обслуживания с ограничениями на среднее время пребывания по-

ступивших заявок, необходимо учитывать множество факторов, таких как ско-

рость обработки заявок, вероятность отказа и другие. Кроме того, эти системы 

могут быть подвержены влиянию внешних факторов, таких как изменение интен-

сивности потока заявок. Таким образом, разработка эффективных методов для 

расчета характеристик CMO с ограниченным временем пребывания заявок явля-

ется актуальной и перспективной задачей. 

Основной задачей при изучении такого рода систем является следующая 

[44]: в процессе вычислений появляются суммы конечного/бесконечного числа 

слагаемых, которые не сводятся к суммам стандартных геометрических прогрес-

сий. Для решения таких задач могут быть использованы приближенные методы 

решения. В данном случае все числовые характеристики могут быть вычислены 

отдельно с помощью суммирования нескольких первых слагаемых соответству-

ющего ряда как для бесконечного, так и для конечного случая. Таким образом не 

существует возможности для получения замкнутого аналитического решения, од-



22 

 

нако есть возможность получить оценку основных характеристик CMO. Несмотря 

на это для некоторых прикладных задач этого может быть вполне достаточно. 

В теории массового обслуживания, как области прикладных исследований, 

отсутствует замкнутое комплексное аналитическое решение, которое с необходи-

мой точностью рассчитывало бы все ключевые числовые характеристики системы 

и взаимосвязи между ними. Иными словами, на данный момент не существует 

единого математического метода, позволяющего с требуемой точностью описать 

поведение системы массового обслуживания. Данный пробел существенно огра-

ничивает возможности практического применения и не позволяет должным обра-

зом оптимизировать работу систем. Важно отметить, что отсутствие замкнутого 

решения не означает, что теория массового обслуживания не имеет практической 

ценности. Существуют различные приближенные методы, которые позволяют по-

лучить достаточно точные оценки характеристик систем массового обслужива-

ния. Тем не менее, разработка комплексного аналитического решения является 

важной задачей, которая позволит существенно расширить возможности приме-

нения теории массового обслуживания в различных областях. 

В исследованиях, которые приведены в работе [44] впервые был использо-

ван подход к анализу CMO с ограничениями на среднее время пребывания заявки 

как в очереди, так и в системе в целом. Для суммирования ранее не поддающихся 

анализу рядов была предложена функция Г. Миттаг-Леффлера 1-го порядка. Это 

позволило математически формализовать задачу, и предоставляло возможность 

вычисления 1-х и 2-х моментов числовых характеристик CMO. Однако в данной 

работе решается задача с ограничением на среднее время лишь в случае, когда все 

поступающие в систему заявки можно считать "нетерпеливыми". В целом, дан-

ный подход заложил основы для изучения CMO с ограничениями на среднее вре-

мя пребывания заявок, но его применение ограничено случаем "нетерпеливых" 

заявок. C точки зрения возможных приложений, более интересной представляется 

расширенная постановка задачи: каждая поступившая в систему заявка будет мо-

жет ожидать начала обслуживания не более случайного времени, распределенно-
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го по экспоненциальному закону, с временами обслуживания, распределенными 

по закону Эрланга (𝑀/𝐸𝑟/1). 

Модели CMO делятся на два типа: стационарные и нестационарные. Для 

стационарных моделей разработана четкая и в значительной степени завершенная 

теория [47]. Нестационарные модели значительно сложнее для анализа. Системы 

массового обслуживания описываются с помощью линейных дифференциальных 

уравнений, которые решаются в случае постоянных коэффициентов. Если же 

предположить, что вероятности являются константами во времени, то система 

дифференциальных уравнений сводится к системе линейных алгебраических 

уравнений с явными решениями. Это и является стационарным случаем. 

 Для нестационарного же случая вероятности будут являться не постоянны-

ми величинами (как в стационарном случае), а функциями времени. В работе [45] 

для модели 𝑀/𝐸𝑟/1 были получены нестационарные характеристики с помощью 

введения производящей функции и преобразования Лапласа.  

 

1.2 Федеральная государственная информационная система территориального 

планирования как система массового обслуживания 

 

Обеспечение бесперебойного, стабильного функционирования информаци-

онных систем является сложной задачей. Появляются новые виды электронных 

услуг, возрастают требования к их качеству. Возникает проблема оценки пара-

метров, необходимых для стабильной работы системы. 

Федеральная государственная информационная система территори-

ального планирования (ФГИC ТП) представляет собой информационную си-

стему, построенную на базе геоинформационных технологий, и предназначенную 

для сбора, хранения и предоставления доступа к информации, необходимой для 

обеспечения деятельности органов государственной власти Российской Федера-

ции, органов государственной власти субъектов Российской Федерации и органов 

местного самоуправления в области территориального планирования. 
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Посредством информационной системы территориального планирования с 

использованием официального сайта в сети Интернет, определенного федераль-

ным органом исполнительной власти, уполномоченным на осуществление кон-

троля за соблюдением порядка ведения информационной системы территориаль-

ного планирования, должен обеспечиваться доступ органов государственной вла-

сти, органов местного самоуправления, физических и юридических лиц к следу-

ющей необходимой для подготовки документов территориального планирования 

информации. 

Основными задачами ФГИC ТП являются: 

1) организация доступа органов государственной власти Российской Фе-

дерации, органов государственной власти субъектов Российской Федерации, ор-

ганов местного самоуправления к сведениям, необходимым для осуществления 

ими полномочий в области территориального планирования; 

2) обеспечение согласования в электронном виде проектов документов 

территориального планирования;  

3) обеспечение публичности принятия органами государственной власти 

Российской Федерации, органами государственной власти субъектов Российской 

Федерации, органами местного самоуправления решений по развитию территории 

Российской Федерации; 

4) информационная поддержка деятельности органов государственной 

власти Российской Федерации, органов государственной власти субъектов Рос-

сийской Федерации, органов местного самоуправления, юридических и физиче-

ских лиц в сфере территориального планирования. 

Система обеспечивает возможность обращения за методической 

и технической поддержкой по телефону бесплатной горячей линии.  

 

Рис. 1.2.1. Схема предоставления технической поддержки 
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В системе реализована многоуровневая поддержка пользователей. 

Первый уровень первичную консультацию по общим вопросам. Сотрудники 

первого уровня поддержки предоставляют базовые знания и помогают пользова-

телям сориентироваться в системе. 

Второй уровень поддержки занимается более сложными вопросами, требу-

ющими углубленных знаний и навыков. Сюда относятся типовые задачи, возни-

кающие при работе с системой. 

Третий уровень поддержки – это команда экспертов, способных решать не-

стандартные проблемы, связанные с настройкой и обновлением программного 

обеспечения, а также с оценкой задач по реализации рекомендаций ФГИС ТП. 

Основная функция первого уровня поддержки – оказать первую помощь 

пользователю. Сотрудники первого уровня поддержки консультируют по общим 

вопросам, предоставляют справочную информацию и помогают с базовыми 

настройками. Если же проблема выходит за рамки их компетенции, запрос пере-

направляется на второй или третий уровень поддержки в зависимости от его 

сложности. 

Таким образом, многоуровневая система поддержки обеспечивает ком-

плексный подход к решению проблем пользователей, гарантируя им оперативную 

и квалифицированную помощь на всех этапах работы с системой. 

Для получения информации о характеристиках системы технической под-

держки могут использоваться различные методы и инструменты. В данной задаче 

имеет смысл применить аппарат математического моделирования системы техни-

ческой поддержки для определения ее производительности и эффективности. Мо-

делирование позволяет провести вычислительные эксперименты с различными 

параметрами системы, чтобы определить наилучшие варианты ее настройки и 

улучшения. Важно отметить, что система технической поддержки может иметь 

различные типы обслуживания и устройства для обработки заявок. Например, 

вместо одного обслуживающего устройства может быть несколько, что приведет 

к изменению типа системы массового обслуживания. 
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1.3 Постановка задачи 

 

Рассмотренная выше система является системой, работающей по принципу 

систем массового обслуживания и, согласно классификации Кендалла, имеет вид 

𝑀/𝐸𝑟/1, так как подразумевает под собой многофазное обслуживание одним об-

служивающим устройством (системой технической поддержки). В данной поста-

новке существуют ограничения на среднее время пребывания поступившей в си-

стему заявки. Каждая поступившая в систему заявка может покинуть очередь. Го-

воря другими словами, в СМО данного типа часть заявок являются «нетерпели-

выми» заявками, которые, подождав некоторое время, уходят из очереди. Для 

обеспечения стабильной работы системы технической поддержки необходимо 

получать информацию об основных характеристиках системы.  

Рассмотрим однолинейную систему 𝑀/𝐸𝑟/1 с накопителем неограниченной 

емкости. В CMO поступает простейший поток заявок сo скоростью 𝜆 , времена 

обслуживания заявок являются независимыми и распределены по закону Эрланга 

с параметрами r и 𝜇.  

Одним из методов работы с системами такого вида является построение 

марковского процесса, описывающий их функционирование, с использованием 

«фиктивных фаз». Данный метод подробно описан, в частности, в [2,3]. В основе 

данного метода лежит вероятностная интерпретация распределений типа РН. Суть 

метода заключается в следующем. Пусть 𝜈(𝑡)- число заявок в системе в момент 

времени t. В случае эрланговского времени обслуживания можно считать, что 

каждая заявка проходит r фаз обслуживания, каждая из которых имеет экспонен-

циальное распределение с параметром 𝜇. Пусть 𝜉(𝑡) - число фаз, оставшихся для 

обслуживания заявки в момент времени t. Случайный процесс, характеризующий 

число заявок в CMO в момент времени t уже не будет для данной CMO марков-

ским. Определим процесс {𝜂(𝑡), 𝑡 ≥ 0} следующим образом: если в системе в мо-

мент времени t нет заявок, то 𝜂(𝑡) = 𝜈(𝑡). В данном случае марковское свойство 

обеспечивается пуассоновским характером входного потока в виду того, что об-

служивания в данном случае не происходит. В противном случае, если в системе 
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происходит обслуживание, то дополнительно указывается число оставшихся фаз в 

обслуживании, то есть 𝜂(𝑡) = (𝜈(𝑡), 𝜉(𝑡)) . В силу экспоненциальности фаз об-

служивания и пуассоновского характера входного потока заявок процесс 𝜂(𝑡) об-

ладает марковским свойством. 

 

Рис. 1.3.1 Диаграмма состояний и переходов системы 𝑀/𝐸𝑟/1 
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Рис. 1.3.2 Диаграмма переходов системы 𝑀/𝐸𝑟/1 

 

Для вывода уравнений Колмогорова необходимо определить вероятности 

перехода процесса за промежуток времени (𝑡, 𝑡 + 𝛥𝑡)[13]: 

1) Из (0) возможен переход только в  (1, 𝑟) за время 𝛥. Это означает, что в 

систему поступила первая заявка и началось обслуживание с первой фа-

зы. Вероятность при этом будет равна 𝜆𝛥 + 𝑜(𝛥). 

2) Из (𝑖, 𝑗) состояния, 𝑖 > 0, 1 < 𝑗 < 𝑟 + 1, допустимы переходы в состоя-

ния (𝑖 + 1, 𝑗) (заявкa продолжает обслуживаться на текущей фазе, при 

этом еще одна заявка поступила в систему.) и (𝑖, 𝑗 − 1) (закончилось об-
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служивание j фазы), c вероятностями 𝜆𝛥 + 𝑜(𝛥) и 𝜇𝛥 + 𝑜(𝛥) соответ-

ственно.  

3) Из (𝑖, 1), 𝑖 > 1  возможны перeходы в (𝑖 + 1,1) и (𝑖 − 1, 𝑟) с вероятно-

стями 𝜆𝛥 + 𝑜(𝛥) и 𝜇𝛥 + 𝑜(𝛥) соответственно.  

4) Из (1,1) возможны переходы в (2,1) и в (0) с вероятностями 𝜆𝛥 + 𝑜(𝛥) и 

𝜇𝛥 + 𝑜(𝛥)соответственно.  

Вероятности остальных переходов равны 𝑜(𝛥). 

В представленной на рис. 1.3.2 схеме можно увидеть, что некоторые состо-

яния (кроме состояния 0) могут иметь больше двух возможных переходов. Это 

отличает данную схему от классической схемы гибели и размножения, где каж-

дое состояние имеет лишь два перехода. 

В рамках исследования системы cмешанного типа 𝑀/𝐸𝑟/1, для её детально-

го анализа и моделирования целесообразно использовать систему дифференци-

альных уравнений Колмогорова. С учетом вышеизложенного и с помощью диа-

граммы состояний и переходов системы имеем: 

 (1.16) 

Полагая, что система перешла в установившийся режим, получаем систему: 

0 = −𝜆𝑝0 + 𝜇𝑝11, 

0 = −(𝜆 + 𝜇)𝑝1𝑗 + 𝜇𝑝1,𝑗+1, 𝑗 = (1, 𝑟 − 1),                                     (1.17) 

0 = −(𝜆 + 𝜇) 𝑝1𝑟 + 𝜆𝑝0 + 𝜇𝑝21, 

0 = −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑖𝑗 + 𝜆𝑝𝑖−1,𝑗 + 𝜇𝑝𝑖,𝑗+1𝑖 ≥  2, 

0 = −(𝜆 + 𝜇) 𝑝𝑖𝑟 + 𝜆𝑝𝑖−1,𝑟 + 𝜇𝑝𝑖+1,1, 𝑖 ≥  2. 
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На основании уравнений 1.16 вводится производящая функция, определяет-

ся совокупность вероятностей 𝑝𝑖𝑗, стационарные числовые и временные характе-

ристики. 

Для решения поставленной задачи рассмотрим расширенную постановку 

задачи, а именно систему 𝑀/𝐸𝑟/1 c oограничениями на время пребывания заявки 

в очереди. 

Для рассмотрения системы ФГИС ТП как системы массового обслужива-

ния, а также для получения нестационарных характеристик предполагается опи-

сание процесса с помощью системы линейных дифференциальных уравнений. 

Для нестационарного случая, как было отмечено ранее, вероятности не являются 

постоянными величинами, а являются функциями времени.  

 

Выводы 

1. Недостаточное развитие теоретических основ и научно-обоснованных 

аналитических методов для расчета как стационарных, так и нестационарных ха-

рактеристик систем смешанного типа препятствует дальнейшей модернизации 

аналитического аппарата для исследования аналогичных процессов.  

2. Дальнейшее уточнение моделей может быть направлено на учет огра-

ничений не только на среднее время пребывания в очереди, но и ограничений на 

время пребывания в CMO в целом. 

3. Проблемой в теории массового обслуживания для систем смешанного 

типа является отсутствие аналитического решения как для стационарного, так и 

для нестационарного случаев, которое бы позволило рассчитать с достаточной 

точностью и связать между собой все основные характеристики системы. 
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2 ХАРАКТЕРИСТИКИ CMO 𝑀/𝐸𝑟/1 С ОГРАНИЧЕННЫМ ВРЕМЕНЕМ ПРЕ-

БЫВАНИЯ ЗАЯВКИ В ОЧЕРЕДИ  

 

2.1 Стационарные характеристики одноканальной СМО 

 

Рассмотрим одноканальную CMO с однородным бесконечным простейшим 

потоком заявок и очередью неограниченной длины. Пусть интенсивность потока 

заявок равна λ. Для времени обслуживания используется эрланговское распреде-

ление, где каждая заявка, поступающая в систему, проходит несколько фаз об-

служивания. Длительности этих фаз распределены по экспоненциальному закону 

с параметром μ. 

Первая постановка задачи: 

В первой постановке задачи заявка может уходить только из очереди, то 

есть до того, как начнется её обслуживание. Если заявка не может быть обслуже-

на сразу после поступления в очередь (например, из-за того, что обслуживающее 

устройство занято), она остаётся в очереди, пока не начнётся её обслуживание. 

Таким образом, заявка может покинуть систему только в том случае, если покида-

ет очередь. 

Вторая постановка задачи: 

Во второй постановке задачи заявка может уйти как из очереди, так и с об-

служивающего устройства в любой момент времени, включая любую из фаз об-

служивания. То есть, даже если заявка уже начала обслуживаться, она может в 

любой момент времени прервать обслуживание и покинуть систему. 

Особенности модели: 

Поток заявок: Бесконечный простейший поток заявок с интенсивностью λ. 

Очередь: Очередь имеет неограниченную длину, что означает, что число за-

явок в очереди может быть сколь угодно большим. 
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Время обслуживания: Время обслуживания каждой заявки состоит из не-

скольких фаз, длительности которых распределены по экспоненциальному закону 

с параметром μ. 

Такие модели часто используются для анализа и оптимизации работы си-

стем обслуживания в различных областях, таких как телекоммуникации, транс-

портные системы, интернет-сервисы и т.д. Использование эрланговского распре-

деления для времени обслуживания позволяет более точно моделировать процес-

сы обслуживания в реальных системах, где время обслуживания может варьиро-

ваться в зависимости от нагрузки и других факторов. 

Представляет интерес первый вариант постановки задачи, в которой будем 

предполагать, что каждая поступившая заявка будет ожидать в очереди не более 

случайного времени, распределенного по экспоненциальному закону с парамет-

ром θ. 

Как и ранее, пусть 𝜈(𝑡)- число заявок в системе в момент времени t. В слу-

чае эрланговского времени обслуживания будем считать, что каждая заявка про-

ходит r фаз обслуживания, каждая из которых имеет экспоненциальное распреде-

ление с параметром 𝜇, где 𝜉(𝑡)- число фаз, оставшихся для обслуживания заявки в 

момент времени t.  Определим процесс {𝜂(𝑡), 𝑡 ≥ 0 }следующим образом: если в 

системе в момент времени t нет заявок, то 𝜂(𝑡) = 𝜈(𝑡). В противном случае, если в 

системе происходит обслуживание, то дополнительно указывается число остав-

шихся фаз в обслуживании, то есть 𝜂(𝑡) = (𝜈(𝑡), 𝜉(𝑡)). Каждая прибывшая в си-

стему заявка будет ожидать в очереди не более случайного времени, распределен-

ного по экспоненциальному закону с параметром θ.  Граф состояний системы 

изображен на рис.2.1.1. 
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Рис. 2.1.1. Граф состояний и переходов CMO 

 

 

Согласно графу, имеем: 
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Предполагая, что система функционирует в установившемся режиме, ста-

ционарные вероятности удовлетворяют системе уравнений: 

Просуммировав уравнения (2.1) по i при фиксированном j, получим 

∑𝑖 𝑝𝑖1 = ∑𝑖 𝑝𝑖2 =. . . = ∑𝑖 𝑝𝑖𝑟           (2.3) 

Просуммировав уравнения (2.1) по j при фиксированном i, получим 

𝜆∑𝑗 𝑝𝑖𝑗 = 𝜇𝑝𝑖+1,1 + ∑𝑗 𝑖𝜃𝑝𝑖+1,𝑗   𝑖 > 0.       

Тогда, с учетом (2.2) и условия нормировки 𝑝0 + ∑𝑖∑𝑗𝑝𝑖𝑗 = 1 получаем сле-

дующее равенство 

𝜆𝑝0 + ∑ ∑ 𝜆𝑝𝑖𝑗
 
𝑗

∞
𝑖=1 = ∑ ∑ 𝑖𝜃𝑝𝑖+1,𝑗

 
𝑗

∞
𝑖=1 + ∑ 𝜇𝑝1,𝑗+1

∞
𝑖=1  ,     (2.4) 
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откуда  

𝜆 = 𝜃𝑄 + ∑ 𝜇𝑝1,𝑗+1.∞
𝑖=1            (2.5) 

Получаем равенство 

  

имеющее смысл: в стационарном режиме интенсивность входного потока, умно-

женная на r, равна сумме интенсивностей (1 − 𝑝0)𝜇 потоков обслуженных и 𝜃𝑟𝑄 

«нетерпеливых» заявок.     

Из (2.6) следует, что  

 Для нахождения вероятностных и числовых характеристик системы снова вос-

пользуемся производящей функцией 𝑃𝑗(𝑧) = ∑ 𝑝𝑖𝑗𝑧𝑖 ∞
𝑖=1 . 

Умножая уравнения для 𝑝𝑖𝑗 из (1) на 𝑧𝑖 и суммируя, пoлучим 

−(𝜆 + 𝜇)𝑃𝑗(𝑧) + 𝜆𝑧𝑃𝑗(𝑧) + 𝜇𝑃𝑗+1(𝑧) + (1 − 𝑧) ∑(𝑖 − 1)𝑧𝑖−1𝜃𝑝𝑖𝑗

∞

𝑖=2

= 0,  

0 < 𝑗 < 𝑟 − 2,  

−𝜆(𝑃𝑟(𝑧) + 𝑝0) − 𝜇𝑃𝑟(𝑧) + 𝜆𝑧(𝑃𝑟(𝑧) + 𝑝0) +
𝜇

𝑧
𝑃1(𝑧) + 

+(1 − 𝑧) ∑ (𝑖 − 1)𝑧𝑖−1𝜃𝑝𝑖𝑟
∞
𝑖=2 = 0 .  

Выразив 𝑃𝑗+1(𝑧)через 𝑃𝑗(𝑧) находим 

𝑃𝑗(𝑧) = (1 +
𝜆

𝜇
(1 − 𝑧))𝑗−1𝑃1(𝑧) −

1−𝑧

𝜇
∑ (𝑖 − 1)𝑧𝑖−1𝜃𝑝𝑖𝑗

∞
𝑖=2 , 1 < 𝑗 < 𝑟, 

𝑃𝑟(𝑧) =
−𝑝0

𝜆

𝜇
(1−𝑧)+

𝑃1

𝑧
+

(1−𝑧) ∑ (−1+𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖∞
𝑖=2 𝑝𝑖𝑗

𝜇

1+
𝜆

𝜇
(1−𝑧)

. 

Для нахождения  𝑃1(𝑧) воспользуемся формулами для 𝑃𝑟(𝑧) и 𝑃𝑗(𝑧).  
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𝑃1(𝑧) =

𝑝0𝜆
𝜇

(1 − 𝑧)

1 +
𝜆

𝜇(1 − 𝑧)

−
(1 − 𝑧) ∑ (−1 + 𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖𝑝𝑖𝑗

∞
𝑖=2

𝜇 (1 +
𝜆

𝜇(1 − 𝑧)
)

− (1 +
𝜆
𝜇

(1 − 𝑧))

−1+𝑟

+
1

(1 +
𝜆
𝜇

(1 − 𝑧)) 𝑧

 

− 

 

−

(1 − 𝑧) (−1 −
𝜆
𝜇

+ (1 +
𝜆
𝜇

(1 − 𝑧))

𝑟

+
𝜆
𝜇

𝑧) ∑ (−1 + 𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖𝑝𝑖𝑗
∞
𝑖=2

𝜇
𝜆
𝜇

(−1 + 𝑧) (−1 −
𝜆
𝜇 +

𝜆
𝜇 𝑧)

− (1 +
𝜆
𝜇

(1 − 𝑧))

−1+𝑟

+
1

(1 +
𝜆
𝜇

(1 − 𝑧)) 𝑧

 

 

После нахождения 𝑃1(𝑧) подставив его в выражение для 𝑃𝑗(𝑧) получим об-

щую формулу для вычисления производящей функции: 

𝑃(𝑧) = 𝑝0 + ∑ 𝑃𝑗(𝑧)𝑟
𝑗=1 =        

𝑝0 + ∑(
(1 +

𝜆
𝜇(1 − 𝑧)

)
−1+𝑗

− (1 +
𝜆

𝜇(1 − 𝑧)
)

−1+𝑟

+
1

(1 +
𝜆

𝜇(1 − 𝑧)
) 𝑧

𝑟

𝑗=1

∗ 
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 В задачах TMO для нахождения производящей функции и характеристик, 

которые могут быть получены с помощью производящей функции, весьма полез-

ной оказывается одна из тауберовых теорем, доказательство которых можно 

найти, например в [48-52], а именно  
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Теорема 

Если ряд ∑ 𝑧𝑛𝑎𝑛,∞
𝑛=0 𝑎 ≥ 0, сходится при |𝑧| < 1 и 𝑎𝑛 = 𝑎 < ∞ , то 

(1 − 𝑧) ∑ 𝑧𝑛𝑎𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑎.  

В данном случае∑ (−1 + 𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖𝑝𝑖𝑗
∞
𝑖=2 = ∑ 𝑖𝜃𝑧𝑖𝑝𝑖+1,𝑗

∞
𝑖=0 , 

 𝑎𝑛 =  𝑖𝜃𝑝𝑖+1, 

𝑝𝑖 = ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑟
𝑗=1 =

𝑃(𝑖)(0)

𝑖!
 , 

 𝑝𝑖 → 0 при 𝑖 → ∞. 

Таким образом, при 𝑖 → ∞  ∑ (−1 + 𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖𝑝𝑖𝑗
∞
𝑖=2 → 0. 

При переходе к пределу при 𝑖 → ∞ множители вида ∑ (−1 + 𝑖)𝜃𝑧−1+𝑖𝑝𝑖𝑗
∞
𝑖=2  обну-

ляются и выражение для 𝑃(𝑧) примет вид: 

𝑃(𝑧) = 𝑝0 + ∑ 𝑃𝑗(𝑧)𝑟
𝑗=1 =                     (2.8) 

𝑝0 + ∑(
(1 + 𝜆/𝜇(1 − 𝑧))

−1+𝑗

−(1 + 𝜆/𝜇(1 − 𝑧))
−1+𝑟

+
1

(1 + 𝜆/𝜇(1 − 𝑧))𝑧

𝑟

𝑗=1

∗ 

∗ (

𝑝0𝜆
𝜇(1 − 𝑧)

1 +
𝜆

𝜇(1 − 𝑧)

)  ).  

 

Для нахождения характеристик модели необходимо найти производную 

производящей функции в точке 1.  

𝑁 = 𝑃′(1) = 
𝜆(−2𝜇+𝜆(−1+𝑟))𝑟(−𝜇+𝑟(𝜆+𝜃))

2𝜇3−𝜆2𝑟2(1+𝑟)𝜃+2𝜆𝜇𝑟2(𝜆+𝜃)−2𝜇2𝑟(2𝜆+𝜃)
    (2.9) 

Для нахождения средней длины очереди сначала необходимо с помощью (2.6) и 

(2.9) получить значение для 𝑝0, а именно  

1 −
𝑟𝜆−(1−𝑝0)𝜇

𝜃𝑟
= 𝑁 − (1 − 𝑝0). 

С учетом этого равенства получим 𝑝0, то есть коэффициент простоя систе-

мы 
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Подставляя выражение для 𝑝0 , получим следующую формулу для нахождения 

средней длины очереди 

𝑄 = −1 +
2(−1+𝜆𝑟

𝜃
)

2
(𝜇−𝜆𝑟−𝑟𝜃)

2𝜇+6𝜆𝑟2+2𝜆
2

𝜇𝑟2

𝜃
2

−4𝜆𝜇𝑟
𝜃

+𝜆𝑟2

𝜃
−3𝜆

2
𝑟3

𝜃
−2𝑟𝜃

−

𝜆(−2𝜇+𝜆(−1+𝑟))𝑟(−1+𝜆𝑟
𝜃

)
2

(𝜇−𝜆𝑟−𝑟𝜃)

(𝜇−𝜆𝑟)
2

(2𝜇+6𝜆𝑟2+2𝜆
2

𝜇𝑟2

𝜃
2

−4𝜆𝜇𝑟
𝜃

+𝜆
2

𝑟2

𝜃
−3𝜆

2
𝑟3

𝜃
−2𝑟𝜃)

    (2.11) 

 

Зная формулу для 𝑝0 можно рекуррентно вычислить значения для 𝑝𝑖𝑗 исхо-

дя из системы уравнений (2.1). Однако, это может привести к большим погрешно-

стям. Поэтому для вычисления стационарных вероятностей используется произ-

водящая функция: 

𝑝𝑖 = ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑟
𝑗=1 =

𝑃(𝑖)(0)

𝑖!
. 

Одной из основных характеристик систем смешанного типа является 𝑃𝑆 – 

стационарная вероятность того, что заявка будет обслужена. В систему за едини-

цу времени поступает 𝜆 заявок. Так как прибор в среднем загружен долю времени 

1 − 𝑝0, а при полной загрузке он обслуживает 
𝜇

𝑟
 заявок, то фактически обслужива-

ется 
𝜇

𝑟
(1 − 𝑝0) заявок в единицу времени. Разделяя теперь среднее число обслу-

женных заявок на среднее число поступивших заявок, получаем формулу  

  

Для реализации данной формулы в Wolfram Mathematica, приведённой в 

уравнении (2.12), напишем код (рис. 2.1.2) для расчёта 𝑃𝑆: 
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Рис. 2.1.2 Код для расчёта 𝑃𝑆 

 

Вторые моменты являются важными числовыми характеристиками различ-

ных типов систем массового обслуживания. Однако даже в современной научной 

литературе аналитические формулы для вычисления этих величин часто отсут-

ствуют. В основном изучены моменты второго порядка для одноканальных моде-

лей CMO различных типов. 

Вторые моменты, такие как, например, дисперсия времени ожидания в оче-

реди, важны для оценки производительности многоканальных СМО. Для простых 

моделей с бесконечной очередью существуют аналитические методы расчета этих 

моментов. Однако для более реалистичных моделей с ограниченной очередью по-

лучение точных значений этих моментов представляет собой сложную задачу, и в 

литературе представлены методы расчета лишь для некоторых числовых характе-

ристик. Несмотря на обширные исследования различных прикладных аспектов 

TMO, точные значения вторых моментов характеристик для многих CMO с огра-

ниченной очередью остаются неизвестными. 
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Изучение этих характеристик позволяет делать ряд нетривиальных выводов 

о режимах функционирования подобных CMO. Это важно для оптимизации про-

цессов обслуживания, повышения эффективности использования ресурсов и 

улучшения качества обслуживания клиентов [44, 53, 54]. 

Дисперсия числа заявок в очереди рассчитывается с использованием произ-

водящей функции, принимая во внимание тот факт, что ∑ 𝑘𝑝𝑘
 
𝑘 = 𝑃′(1), а 

∑ 𝑘2𝑝𝑘
 
𝑘 = 𝑃′(1) + 𝑃′′(1) [5]. 

𝜎𝑄
2 = ∑(𝑘 − 1)2𝑝𝑘

 

𝑘

− 𝑄2 = ∑ 𝑘2𝑝𝑘

 

𝑘

− 2 ∑ 𝑘𝑝𝑘

 

𝑘

+ ∑ 𝑝𝑘 − 𝑄2 =

 

𝑘

= 𝑃′(1) + 𝑃′′(1) − 2𝑃′(1) + (1 − 𝑝0) − 𝑄2 = 

где �̂� =
𝜆

𝜇
 . 

Дисперсия числа заявок в системе  

𝜎𝑁
2 = ∑ 𝑘2𝑝𝑘

 
𝑘 − 𝑁2 = 𝑃′(1) + 𝑃′′(1) − 𝑁2 =.    

 

В TMO функция распределения времени ожидания начала обслуживания 

"терпеливой" заявки играет ключевую роль. Она позволяет вычислить средние 

времена пребывания заявки в CMO и очереди, что является важным показателем 

для оценки производительности системы. 
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Для определения временных характеристик системы, таких как среднее 

время пребывания заявки в CMO и среднее время ожидания в очереди, необходи-

мо найти распределение времени ожидания для "терпеливой" заявки. 

При этом, функция распределения времени ожидания для "терпеливой" за-

явки является критичной для оценки производительности системы массового об-

служивания. Она позволяет оценить, насколько быстро заявки начинают обслу-

живаться после поступления в систему. Это важно для оптимизации процессов 

обслуживания, улучшения качества обслуживания клиентов и эффективного ис-

пользования ресурсов. 

Преобразование Лапласа-Стилтьеса функции распределения 𝑊𝑖(𝑥) имеет 

вид: 

 𝜔𝑖(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑊𝑖(𝑥) =

𝜇

𝑟
+(𝑖−1)𝜃

𝑠+
𝜇

𝑟
+(𝑖−1)𝜃

∗
𝜇

𝑟
+(𝑖−2)𝜃

𝑠+
𝜇

𝑟
+(𝑖−2)𝜃

∗ … ∗
𝜇

𝑟

𝑠+
𝜇

𝑟

. 

Функция распределения общего времени ожидания  

𝜔(𝑠) = ∑ 𝜔𝑖(𝑠)𝑝𝑖
 
𝑖 .        (2.13) 

Тогда стационарное время ожидания начала обслуживания «терпеливой» 

заявкой находится по формуле  

𝜔 = −𝜔′(0) =
𝜆(−𝜆𝑟+𝜇)𝑟(1+𝑟)

2𝜇3−𝜆2𝑟2(1+𝑟)𝜃+2𝜆𝜇𝑟2(𝜆+𝑡)−2𝜇2𝑟(2𝜆+𝜃)
=

𝑄

𝜆
 

Определим стационарное распределение 𝑉(𝑥) времени пребывания заявки в 

CMO.  

𝜑𝑖(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝑑𝑉𝑖(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0
𝜃𝑒−𝜃𝑥[1 − 𝑊𝑖(𝑥)]𝑑𝑥 +

∫ 𝑒−𝑠𝑥∞

0

𝜇

𝑟

𝑠+
𝜇

𝑟

𝑒−𝜃𝑥𝑑𝑊𝑖(𝑥). 

𝜈 = −𝜑′(0) =
(−2𝜇+𝜆(−1+𝑟))𝑟(−𝜇+𝑟(𝜆+𝜃))

2𝜇3−𝜆2𝑟2(1+𝑟)𝜃+2𝜆𝜇𝑟2(𝜆+𝜃)−2𝜇2𝑟(2𝜆+𝜃)
=

𝑁

𝜆
.  
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Рис.2.1.3 Зависимость стационарного среднего времени пребывания заявки в 

CMO от приведенной интенсивности 

 

Среднее время пребывания заявки в системе увеличивается по мере роста 

приведенной интенсивности. Это связано с тем, что при увеличении интенсивно-

сти поступления заявок нагрузка на систему возрастает, и каждая заявка вынуж-

дена дольше ждать своей очереди на обслуживание. 

При малом числе фаз обслуживания среднее время пребывания заявки в си-

стеме минимально, когда нагрузка на систему низкая. Однако по мере увеличения 

нагрузки время пребывания растёт значительно быстрее. Это связано с тем, что 

система не успевает равномерно распределять поступающие заявки, и процесс 

становится менее эффективным.  

При большом числе этапов время пребывания всегда оказывается больше 

по сравнению с меньшим числом фаз. Это связано с тем, что каждая заявка про-

ходит большее количество этапов обслуживания, что увеличивает её общее время 

нахождения в системе. Однако рост времени происходит стабильно и без резких 
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скачков, даже при высокой нагрузке. При приближении системы к предельной 

нагрузке среднее время пребывания резко возрастает для всех случаев. Однако 

системы с малым числом фаз показывают меньшие задержки по сравнению с си-

стемами с большим числом фаз. Это происходит из-за дополнительного времени, 

необходимого на прохождение всех этапов обслуживания. 

На рис. 2.1.4-2.1.5 представлен частичный пример кода для вычисления 

стационарных характеристик модели: 
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Рис. 2.1.4 Код для вычисления стационарных характеристик модели 
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Рис. 2.1.5 Код для вычисления стационарных характеристик модели 

 

 

2.2 Нестационарные характеристики одноканальной СМО 

 

В настоящее время достаточно хорошо изучены системы массового обслу-

живания с простейшим пуассоновским входным потоком заявок и экспоненци-

альным обслуживанием с постоянными параметрами в стационарном режиме. Та-

кие модели часто используются для анализа и оптимизации производительности 
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систем, где заявки поступают случайным образом и обслуживаются с постоянной 

интенсивностью. 

Однако, практический интерес представляют более сложные модели, кото-

рые являются комбинациями ранее известных моделей СМО. Это могут быть си-

стемы с различными типами входящих потоков, разными видами обслуживания 

или очередью. Такие модели позволяют более точно отражать реальные условия 

эксплуатации систем массового обслуживания, что особенно важно в прикладных 

областях, таких как телекоммуникации, транспортные системы и облачные серви-

сы. 

При эксплуатации систем массового обслуживания актуальной является за-

дача нахождения нестационарных характеристик. Основная сложность анализа 

СМО в нестационарном режиме заключается в необходимости решения больших 

или даже бесконечных систем дифференциальных уравнений. Это связано с тем, 

что параметры системы могут меняться во времени, что требует сложных матема-

тических моделей для описания их динамики и поведения. 

Изучение нестационарных характеристик позволяет более глубоко понять и 

предсказать поведение систем массового обслуживания в реальных условиях экс-

плуатации. Это важно для оптимизации работы системы, улучшения её произво-

дительности и качества обслуживания. 

Как было отмечено ранее, практический интерес имеют более сложные мо-

дели, являющиеся комбинациями ранее известных моделей СМО. При эксплуата-

ции систем, работающих по принципу систем массового обслуживания, актуаль-

ной является задача нахождения нестационарных характеристик. Основная слож-

ность анализа СМО в нестационарном режиме заключается в решении, как прави-

ло, большой или бесконечной системы дифференциальных уравнений [55]. 

𝑑𝑝0(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜇𝑝11(𝑡),  

𝑑𝑝1𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜆𝑝0(𝑡) + 𝜃𝑝2𝑟(𝑡) − (𝜆 + 𝜇)𝑝1𝑟(𝑡) +  𝜇𝑝21(𝑡)            (2.14) 
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𝑑𝑝𝑖𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑖𝑟(𝑡) + 𝜆𝑝𝑖−1,𝑟(𝑡) + 𝜇𝑝𝑖+1,1(𝑡) + 𝑖𝜃𝑝𝑖+1,𝑟(𝑡) −

(𝑖 − 1)𝜃𝑝𝑖𝑟(𝑡) , 𝑖 > 1  

𝑑𝑝𝑖𝑗(𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝜆 + 𝜇)𝑝𝑖𝑗(𝑡) + 𝜆𝑝𝑖−1,𝑗(𝑡) + 𝜇𝑝𝑖,𝑗+1(𝑡) + 𝑖𝜃𝑝𝑖+1,𝑗 (𝑡) −

(𝑖 − 1)𝜃𝑝𝑖𝑗(𝑡) , 𝑖 > 1, 1 < 𝑗 < 𝑟 − 1,   

𝑑𝑝1𝑗(𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝜆 + 𝜇)𝑝1𝑗(𝑡) + 𝜇𝑝1,𝑗+1(𝑡) + 𝜃2𝑗  ,1 < 𝑗 < 𝑟 − 1.  

Нестационарные характеристики системы находятся из системы (2.14) с по-

мощью введения производящей функции 𝑃𝑗(𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑧𝑖 ∞
𝑖=1 . 

Умножая уравнения для 𝑝𝑖𝑗 (𝑡)из (1) на 𝑧𝑖 и суммируя, получим 

𝑑𝑃𝑗(𝑧,𝑡)

𝑑𝑡
= −(𝜆 + 𝜇)𝑃𝑗(𝑧, 𝑡) + 𝜆𝑧𝑃𝑗(𝑧, 𝑡) + 𝜇𝑃𝑗+1(𝑧, 𝑡) + (1 − 𝑧) ∑ (𝑖 −∞

𝑖=2

1)𝑧𝑖−1𝜃𝑝𝑖𝑗(𝑡) , 0 < 𝑗 < 𝑟 − 2,  

𝑑𝑃𝑟(𝑧,𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑𝑝0(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆(𝑃𝑟(𝑧, 𝑡)  + 𝑝0(𝑡)) − 𝜇𝑃𝑟(𝑧, 𝑡) + 𝜆𝑧(𝑃𝑟(𝑧, 𝑡) + 𝑝0(𝑡)) +

𝜇

𝑧
𝑃1(𝑧, 𝑡) + (1 − 𝑧) ∑ (𝑖 − 1)𝑧𝑖−1𝜃𝑝𝑖𝑟

∞
𝑖=2  .  

С использованием одной из тауберовых теорем получаем систему: 

(2.15) 

Просуммировав уравнения (2.14) по i при фиксированном j, получим 

∑ 𝑝𝑖1(𝑡) 
𝑖 = ∑ 𝑝𝑖2(𝑡) 

𝑖 = ⋯ = ∑ 𝑝𝑖𝑟 (𝑡) 
𝑖                                      (2.16) 

Просуммировав уравнения (2.14) по j при фиксированном i, получим 

∑ ∑
𝑑𝑝𝑖𝑗

𝑑𝑡

𝑟
𝑗=1

∞
𝑖=1 = ∑ 𝜇𝑝𝑖+1,1(𝑡)∞

𝑖=1 + ∑ ∑ 𝑖𝜃𝑝𝑖+1,𝑗(𝑡)𝑟
𝑗=1

∞
𝑖=1 − 𝜆 ∑ ∑ 𝑝𝑖𝑗(𝑡)𝑟

𝑗=1
∞
𝑖=1             

 Тогда, с учетом (2.16) и условия нормировки 𝑝0(𝑡) + ∑ ∑ 𝑝𝑖𝑗(𝑡) 
𝑗

 
𝑖 = 1 полу-

чаем следующее равенство 

𝑟𝜆 = 𝜃𝑟𝑄(𝑡) + (1 − 𝑝0(𝑡))𝜇,         (2.17) 

Из (2.2.4) следует, что  
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𝑝0(𝑡) = 1 −
𝑟(𝜆− 𝜃𝑄(𝑡))

𝜇
.          (2.18) 

Система дифференциальных уравнений (2.15) приводится к системе линей-

ных алгебраических уравнений с помощью преобразования Лапласа: 

𝜋𝑗(𝑧, 𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑃𝑗(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡, 

𝜋0(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
∞

0

𝑝0(𝑡)𝑑𝑡 ∶ 

𝑠𝜋𝑗  (𝑧, 𝑠) = 𝜆𝑧𝜋𝑗  (𝑧, 𝑠) + 𝜇𝜋𝑗+1 (𝑧, 𝑠) − (𝜆 + 𝜇)𝜋𝑗  (𝑧, 𝑠) 

𝑠𝜋𝑟  (𝑧, 𝑠) + 𝑠𝜋0 (𝑠) − 1

= −𝜆(𝜋𝑟  (𝑧, 𝑠)  + 𝜋0(𝑠)) − 𝜇𝜋𝑟  (𝑧, 𝑠) + 𝜆𝑧(𝜋𝑟  (𝑧, 𝑠) + 𝜋0(𝑠))

+
𝜇

𝑧
𝜋1 (𝑧, 𝑠) 

Тогда  

        (2.19) 

Для нахождения 𝜋𝑗  (𝑧, 𝑠) выразим 𝜋1 (𝑧, 𝑠) из второго уравнения (6): 

𝜋1 (𝑧, 𝑠) =  
𝑧 − 𝑧(𝑠 + 𝜆 ∗ (1 − 𝑧))𝜋0(𝑠)

𝜇(−1 + 𝑧(
𝑠 + 𝜆 ∗ (1 − 𝑧) + 𝜇

𝜇
)𝑟)

 

Просуммировав уравнение для 𝜋𝑗  (𝑧, 𝑠) по j, в силу аддитивности преобра-

зования Лапласа, получим преобразование Лапласа 𝜋 (𝑧, 𝑠) производящей функ-

ции 𝑃(𝑧, 𝑡) = ∑ 𝑃𝑗(𝑧, 𝑡) 
𝑗 : 

𝜋 (𝑧, 𝑠) =
𝑧 − 𝑧(

𝜆 + 𝜇 + 𝑠 − 𝜆𝑧
𝜇

)𝑟 − (−1 + 𝑧)(𝜆 + 𝑠 − 𝜆𝑧)𝜋0(𝑠)

(−𝑠 + 𝜆(−1 + 𝑧))(−1 + 𝑧(
𝜆 + 𝜇 + 𝑠 − 𝜆𝑧

𝜇
)𝑟)

. 

Представляя выражение для 𝜋 (𝑧, 𝑠) в виде суммы дробей, найдем 𝑃(𝑧) для 

каждого из слагаемых в силу свойства линейности преобразования Лапласа 

        (2.20) 
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Непосредственное применение формулы обращения преобразования Лапласа яв-

ляется затруднительным, поэтому для нахождения 𝑃(𝑧) применим теорему раз-

ложения [56]. 

Первые два слагаемых (2.20) могут быть обращены с использованием таб-

лицы основных преобразований Лапласа и второй теоремы разложения. Для об-

ращения третьего слагаемого воспользуемся теоремой Бореля формулой Дюаме-

ля. Теорема Бореля и формулы Дюамеля дают дополнительные возможности 

нахождения оригинала по изображению [57]. 

 

Теорема Бореля 

 

Изображение свёртки двух оригиналов равно произведению изображений 

свёртываемых оригиналов. 

В развёрнутом виде формулы Дюамеля имеют вид (вывод и описание фор-

мул можно найти в литературе, например в [58-62]) 

𝑠𝐹(𝑠)𝐺(𝑠)) = 𝑓(0)𝑔(𝑡) + ∫ 𝑓′(𝜏)
𝑡

0
⋅ 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓(0)𝑔(𝑡) + ∫ 𝑓′(𝑡 − 𝜏)

𝑡

0
⋅

𝑔(𝜏)𝑑𝜏,  

𝑠𝐹(𝑠)𝐺(𝑠)) = 𝑔(0)𝑓(𝑡) + ∫ 𝑓(𝜏)
𝑡

0
⋅ 𝑔′(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑔(0)𝑓(𝑡) + ∫ 𝑓(𝑡 − 𝜏)

𝑡

0
⋅

𝑔′(𝜏)𝑑𝜏. 

Каждая из этих формул называется интегралом Дюамеля. 

Пусть 𝜋1 (𝑧, 𝑠) =
1

−𝜆−𝑠+𝜆𝑧
+

−1+𝑧

(−𝜆−𝑠+𝜆𝑧)(−1+𝑧(
𝜆+𝜇+𝑠−𝜆𝑧

𝜇
)𝑟)

, 𝜋2 (𝑧, 𝑠) =

(−1+𝑧)𝜋0(𝑠)

−1+𝑧(
𝜆+𝜇+𝑠−𝜆𝑧

𝜇
)𝑟

. 

Обращение преобразования Лапласа, полученное с помощью теоремы обращения 

[74] для функции 𝜋1 (𝑧, 𝑠) имеет вид  

𝐿−1[𝜋1 (𝑧, 𝑠)] = −𝑒𝜆𝑡(−1+𝑧) + 𝑒𝜆𝑡(−1+𝑧) −
𝑒

𝑡(𝜇(−1+(
1
𝑧

)
1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))

(−1+𝑧)

𝑟(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)𝑧2

. 
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Для нахождения 𝐿−1[𝜋2 (𝑧, 𝑠)] воспользуемся формулой Дюамеля, приведенной 

выше.  

𝐿−1[𝜋2 (𝑧, 𝑠)]=

− ∫

𝑒

(𝑡−𝜏)(𝜇(−1+(
1
𝑧

)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))

𝜇(−𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)−𝜆(−1+𝑧))(−1+𝑧)𝑝0(𝜏)

𝑟(𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))𝑧2

𝑡

0
𝑑𝜏 +

(
𝜇(−1+𝑧)

𝑟(𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))𝑧2

+
−1+𝑧

−1+𝑧(
𝜆+𝜇−𝜆𝑧

𝜇
)𝑟

)𝑝0(𝑡). 

Таким образом, выражение для 𝑃(𝑧, 𝑡) будет иметь вид  

𝑃(𝑧, 𝑡) = 𝐿−1[𝜋1 (𝑧, 𝑠)] + 𝐿−1[𝜋2 (𝑧, 𝑠)]=−𝑒𝜆𝑡(−1+𝑧) + 𝑒𝜆𝑡(−1+𝑧) −

𝑒
𝑡(𝜇(−1+(

1
𝑧)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))

(−1+𝑧)

𝑟(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)𝑧2

−

∫

𝑒

(𝑡−𝜏)(𝜇(−1+(
1
𝑧)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))

𝜇(−𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)−𝜆(−1+𝑧))(−1+𝑧)𝑝0(𝜏)

𝑟(𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))𝑧2

𝑡

0
𝑑𝜏 +

(
𝜇(−1+𝑧)

𝑟(𝜇(−1+(
1

𝑧
)

1
𝑟)+𝜆(−1+𝑧))𝑧2

+
−1+𝑧

−1+𝑧(
𝜆+𝜇−𝜆𝑧

𝜇
)𝑟

)𝑝0(𝑡). 

Чтобы однозначно определить 𝑃(𝑧, 𝑡) необходимо найти 𝑄(𝑡) и, с использованием 

(2.18) выразить 𝑝0(𝑡). 

С помощью производящей функции найдем нестационарное среднее число заявок 

в системе N: 

𝑁(𝑡) = 𝑃′(𝑧, 𝑡) =
𝜇 ∫ 𝑝0(𝜏) 𝑑

𝑡

0
𝜏

𝑟
+

−1+𝑟+2𝜆𝑟𝑡−2𝜇𝑡

2𝑟
−

(𝜆(−1+𝑟)𝑟+𝜇(−1+3𝑟))𝑝0(𝑡)

2𝑟(−𝜇+𝜆𝑟)
. 

Тогда  
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𝑄(𝑡) = 𝑁(𝑡) − (1 − 𝑝0(𝑡)) = −1 +
𝜇 ∫ 𝑝0(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡
0

𝑟
+

−1+𝑟+2𝜆𝑟𝑡−2𝜇𝑡

2𝑟
+ 𝑝0(𝑡) −

(𝜆(−1+𝑟)𝑟+𝜇(−1+3𝑟))𝑝0(𝑡)

2𝑟(−𝜇+𝜆𝑟)
. 

С учетом (2.2.5) получаем 𝑝0(𝑡): 

           (2.21) 

 Наконец, получим выражение для 𝑝0(𝑡) продифференцировав (2.21) и решив 

дифференциальное уравнение относительно 𝑝0(𝑡) с начальным условием 

 𝑝0(0) = 1. 

            (2.22) 

После однозначного определения 𝑝0(𝑡) с помощью производящей функции выво-

дятся остальные нестационарные характеристики модели. 

Так, подставляя полученное выражение для 𝑝0(𝑡) в (2.22) получим  

𝑄(𝑡) =
𝑝0(𝑡)𝜆

𝜃
+

𝜇 − 2𝜇𝑟

𝑟(−𝜇 + 𝜆𝑟)
, 

𝑁(𝑡) =
𝑝0(𝑡)𝜆

𝜃
+

𝑝0(𝑡)𝜆2𝑟3 − 𝑝0(𝑡)𝜆𝜇𝑟2 + 𝜇2(−1 + 2𝑟)

𝜇𝑟(𝜇 − 𝜆𝑟)
. 

Теорема 

 При 𝑡 → ∞ и выполнении условия 0 < 𝜆 <
𝜇

𝑟
 и 0 < 𝜃 <

2𝜇2−2𝜆𝜇𝑟

−𝜇−𝜆𝑟+5𝜇𝑟−𝜆𝑟2
 значение 

𝑝0(𝑡) сходится к стационарному значению 𝑝0 для системы Μ/Er/1 без ограничений 

на время пребывания заявки в очереди. 

Доказательство: 

Если в формуле (2.22) устремить значение 𝑡 к бесконечности, то получим, что 

1 +
(−1 + 𝑒

2𝜃𝜇(𝜇−𝜆𝑟)𝑡
2𝜇(𝜇−𝜆𝑟)+𝜃(𝜇−5𝜇𝑟+𝜆𝑟(1+𝑟)))𝜆𝑟

𝜇
= 1 −

𝜆𝑟

𝜇
= 𝑝0,стац  
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Данное значение, очевидно, будет справедливо только в случае, когда 

𝑒
2𝜃𝜇(𝜇−𝜆𝑟)𝑡

2𝜇(𝜇−𝜆𝑟)+𝜃(𝜇−5𝜇𝑟+𝜆𝑟(1+𝑟)) будет стремиться к 0 при 𝑡 → ∞. Это в свою очередь воз-

можно только при 
2𝜃𝜇(𝜇−𝜆𝑟)𝑡

2𝜇(𝜇−𝜆𝑟)+𝜃(𝜇−5𝜇𝑟+𝜆𝑟(1+𝑟))
< 0. Неравенство 

2𝜃𝜇(𝜇−𝜆𝑟)𝑡

2𝜇(𝜇−𝜆𝑟)+𝜃(𝜇−5𝜇𝑟+𝜆𝑟(1+𝑟))
< 0 выполняется в том случае, когда 0 < 𝜆 <

𝜇

𝑟
 и 0 <

𝜃 <
2𝜇2−2𝜆𝜇𝑟

−𝜇−𝜆𝑟+5𝜇𝑟−𝜆𝑟2
. Теорема доказана. 

На рис. 2.2.1-2.2.4 приведен частичный пример кода для расчета нестацио-

нарных характеристик согласно формулам, представленным в настоящей главе: 
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Рис. 2.2.1 Код для расчета нестационарных характеристик модели (начало) 
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Рис. 2.2.2 Код для расчета нестационарных характеристик модели (продолжение) 
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Рис. 2.2.3 Код для расчета нестационарных характеристик модели (продолжение) 
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Рис. 2.2.4 Код для расчета нестационарных характеристик модели (конец) 
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2.3 Имитационная модель CMO 

 

В данной работе в качестве инструмента имитационного моделирования 

применялась среда AnyLogic. Данный выбор обусловлен не только необходимо-

стью проверки достоверности результатов, полученных на этапе аналитического 

моделирования, но и потребностью в адаптивном исследовательском инструмен-

те, способном учитывать широкий спектр влияющих факторов. 

Для достижения этой цели была разработана имитационная модель откры-

той одноканальной системы массового обслуживания (СМО) смешанного типа, в 

которой входной поток заявок подчиняется пуассоновскому распределению, а 

время обслуживания представлено эрланговским законом. Использование эрлан-

говского распределения позволяет учесть многофазный характер обслуживания, а 

также неоднородность его параметров. В результате, такая модель может отра-

жать более широкий спектр реальных ситуаций, возникающих в инженерных, 

транспортных, телекоммуникационных и других сложных системах. 

Имитационное моделирование обладает рядом преимуществ по сравнению с 

аналитическим подходом. Во-первых, оно даёт возможность более детально 

учесть стохастический характер входного потока заявок и длительности обслужи-

вания, позволяя проследить влияние случайных факторов на поведение системы. 

Во-вторых, имитационная модель обеспечивает гибкость при исследовании раз-

личных режимов работы: можно рассмотреть нестационарные условия, резко ме-

няющиеся параметры, введение приоритетных обслуживаний или управляемого 

перенаправления заявок. Это особенно актуально при анализе сложных систем, 

для которых получение точного аналитического решения затруднено или невоз-

можно. В-третьих, имитационный подход упрощает процесс валидации и верифи-

кации моделей, поскольку имитация позволяет непосредственно прослеживать 

процессы обслуживания, а также сравнивать результаты с натурными или лабора-

торными данными [64-67]. 

В контексте новых исследований имитационная модель, построенная в 

AnyLogic, может быть расширена и дополнена, позволяя исследовать новые ас-
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пекты функционирования СМО. Например, можно рассмотреть различные меха-

низмы адаптации числа фаз обслуживания в реальном времени, применение ди-

намических политик перенаправления входящих заявок, а также оценить чувстви-

тельность системы к изменению параметров входного потока или интенсивности 

обслуживания при появлении периодических или сезонных флуктуаций нагрузки. 

Кроме того, возможно интегрировать имитационную модель с методами машин-

ного обучения для предиктивного управления ресурсами и оптимизации сервис-

ных параметров. 

Таким образом, применение AnyLogic для имитационного моделирования 

открытых одноканальных СМО с эрланговским распределением времени обслу-

живания не только подтверждает и дополняет результаты, полученные аналитиче-

ским путём, но и открывает новые возможности для междисциплинарных иссле-

дований. Такой подход обеспечивает более глубокое понимание поведения систе-

мы в динамических условиях, расширяя пространство экспериментальных сцена-

риев и закладывая основу для дальнейших исследований в области оптимизации и 

адаптивного управления системами массового обслуживания. 

Пример кода для настройки входного потока и времени обслуживания в 

AnyLogic представлен на рис. 2.3.1. 

Пример кода для AnyLogic, который создает имитационную модель откры-

той одноканальной системы массового обслуживания (CMO) с использованием 

распределения Эрланга для времени обслуживания приведен на рис. 2.3.2. 

 

Рис. 2.3.1. Код для настройки входного потока и времени обслуживания в 

AnyLogic 
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Рис. 2.3.2 Код имитационной модели СМО с эрланговски распределенным време-

нем обслуживания 

Для моделирования задержки заявки в обслуживающем устройстве в 

AnyLogic можно использовать следующие элементы и настройки. На рис. 2.3.3 

приведен пример кода, который создает систему с задержкой для заявки, исполь-

зуя блоки Source, Queue, и Service, а также добавляет мониторинг времени 

задержки: 
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Рис. 2.3.3 Код для создания системы с задержкой для заявки 

Таким образом, использование AnyLogic для имитационного моделирова-

ния открытой одноканальной CMO с эрланговски распределенным временем об-

служивания позволяет подтвердить или дополнить результаты, полученные ана-

литическим путем, и обеспечить более глубокое понимание работы системы в 

различных условиях эксплуатации. 

Входной поток по умолчанию в Anylogic является простейшим. Время об-

служивания распределено по закону Эрланга. Для каждого элемента требуется 

ввести значения параметров во вкладке «Свойства», в соответствии с условиями 

задачи. Структурная модель рассматриваемой системы представлена на рисунке 

2.3.4. Основные параметры функционирования системы представлены на рисун-

ках 2.3.5-2.3.7. 
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Рис.2.3.4. Структурная модель системы 

 

Рис.2.3.5 Задание входного потока 
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Рис.2.3.6 Определение «нетерпеливых» заявок 

 

Рис.2.3.7 Задержка заявки в обслуживающем устройстве 

Стоит отметить, что во всех моделях используются блоки для сбора стати-

стики и блоки-файлы для сохранения статистики в файле. 
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2.4 Разработка метамодели системы массового обслуживания с использованием 

ансамблевых методов машинного обучения 

 

Одним из перспективных направлений применения машинного обучения к 

исследуемой модели является построение аппроксимирующей метамодели. Дан-

ная метамодель позволит по входным параметрам системы (таким как интенсив-

ность входного потока заявок, число фаз обслуживания, ограничения на время 

ожидания и другие характеристики) оперативно оценивать её производственные 

показатели (среднее время ожидания, длину очереди и так далее.). 

Принципиальная идея заключается в том, что вместо непосредственного и 

многократного запуска вычислительно затратных имитационных экспериментов 

можно один раз сформировать выборку данных, отражающую поведение системы 

при различных конфигурациях параметров. Далее с помощью методов машинного 

обучения на этой обучающей выборке создаётся метамодель. Она служит своего 

рода «суррогатной» функцией: по заданным значениям входных параметров, вме-

сто полного имитационного эксперимента, метамодель быстро выдаёт оценку 

ключевых характеристик системы с приемлемой точностью. 

Данный подход существенно ускоряет процесс анализа, поскольку разовые 

затраты на формирование обучающей выборки и построение модели компенси-

руются множественной экономией времени при дальнейших расчётах. В резуль-

тате появляется возможность оперативно менять параметры входного потока, 

число фаз обслуживания или интенсивность обслуживания и мгновенно получать 

оценки производительности системы, избегая проведения длительных имитаци-

онных экспериментов для каждого отдельного случая. Такая метамодель облегча-

ет проведение параметрической оптимизации, повышает эффективность исследо-

ваний и позволяет более гибко реагировать на изменяющиеся условия эксплуата-

ции системы. 
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Аналитический подход 

Рассмотрим модель открытой одноканальной системы массового обслужи-

вания (СМО) с многофазовым обслуживанием и ограничениями по времени ожи-

дания. Пусть входные параметры модели: 

λ – интенсивность входного пуассоновского потока заявок; 

r – число фаз обслуживания (целочисленный параметр); 

θ – параметр, связанный с ограничением по времени ожидания 

На выходе нас интересуют производственные характеристики системы, такие как: 

Q – среднее число заявок в очереди; 

W – среднее время ожидания; 

Аналитическое решение для подобных СМО зачастую трудно получить в 

замкнутом виде. Вместо этого можно применить имитационное моделирование 

(например, с помощью AnyLogic или другой платформы). Предположим, что у 

нас есть процедура имитации, возвращающая оценки Q, W и других характери-

стик для заданных λ, r, θ. 

Цель: построить метамодель 𝑓, приближающую отображение: 

(𝜆, 𝑟, 𝜃) ↦ (𝑄, 𝑊) 

Для построения метамодели: 

1. Определяется пространство параметров: 

𝜆 ∈ [𝜆𝑚𝑖𝑛 , 𝜆𝑚𝑎𝑥], 𝑟 ∈ { 𝑟𝑚𝑖𝑛, … , 𝑟𝑚𝑎𝑥 }, 𝜃 ∈ [𝜃𝑚𝑖𝑛, 𝜃𝑚𝑎𝑥] 

2. Генерируется выборка точек: 

(𝜆𝑖, 𝑟𝑖 , 𝜃𝑖), 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

покрывающую данный диапазон параметров. 

3. Для каждой точки проводится имитационное моделирование с после-

дующим получением оценки характеристик системы: 

(𝑄𝑖 , 𝑊𝑖 , … ) 

Это формирует обучающую выборку. 

4. Применяются методы машинного обучения (например, случайный лес 

или градиентный бустинг) с целью обучения модели (ансамбля моделей): 
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𝑓: (𝜆, 𝑟, 𝜃) → (�̂�, �̂�, … ) 

После обучения метамодель 𝑓 позволяет по заданным λ, r, θ мгновенно 

оценивать ключевые показатели без проведения имитационного моделирования. 

Таким образом, метамодель аппроксимирует многомерное отображение, снижает 

вычислительные затраты и упрощает выполнение оптимизационных или сценар-

ных анализов. 

В данном примере мы рассмотрим процесс построения метамодели для от-

крытой одноканальной системы массового обслуживания (СМО) с многофазовым 

обслуживанием и ограничениями по времени ожидания. Метамодель будет ап-

проксимировать зависимость выходных характеристик системы (Q и W) от вход-

ных параметров (λ, r, θ) с использованием ансамблевых методов машинного обу-

чения, таких как Градиентный бустинг и AdaBoost. 

В данном случае предполагается, что данные получены из имитационных 

экспериментов и сохранены в CSV-файле smo_simulation_data.csv 

 

Рис. 2.4.1 Код первичной обработки данных 
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Ансамблевые методы машинного обучения комбинируют несколько базо-

вых моделей для улучшения общей производительности и устойчивости к пере-

обучению. В данном разделе рассматриваются три подхода: Градиентный бу-

стинг, AdaBoost и Стэкинг-регрессор.  

AdaBoost (Adaptive Boosting) — это ансамблевый метод, который комбини-

рует слабые модели (например, деревья решений) для создания сильной модели. В 

данном случае AdaBoost применяется для предсказания среднего времени ожида-

ния (W).  

StackingRegressor представляет собой ансамблевый метод, который объ-

единяет несколько базовых моделей для создания более мощной финальной мо-

дели. В качестве финальной модели часто используется простая модель, такая как 

линейная регрессия, которая комбинирует предсказания базовых моделей. 

 

Описание шагов: 

1. Определение базовых моделей: для каждой целевой переменной (Q 

и W) определяются базовые модели, которые будут использоваться в стэкинге. В 

данном случае это градиентный бустинг и AdaBoost. 

2. Инициализация стэкинг-регрессора: создаются экземпляры 

StackingRegressor для каждой целевой переменной. В качестве финальной модели 

используется линейная регрессия (LinearRegression). Параметр passthrough=False 

означает, что только предсказания базовых моделей используются для обучения 

финальной модели. Параметр cv=5 указывает на использование 5-кратной пере-

крестной проверки при обучении. 

3. Обучение модели стэкинга: модель стэкинга обучается на обучаю-

щей выборке для каждой целевой переменной. 

4. Предсказание и оценка: выполняются предсказания на тестовой вы-

борке и рассчитываются метрики MSE и R² для оценки качества модели. 

Интерпретация результатов: 

• Стэкинг может предложить улучшение точности по сравнению с от-

дельными базовыми моделями за счет комбинирования их сильных сторон. 
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• Анализ результатов оценки позволяет определить, превосходит ли ан-

самблевый подход отдельные методы в задаче предсказания. 

После обучения и оценки метамодели можно использовать ее для предска-

зания характеристик системы на новых наборах входных параметров без необхо-

димости запуска имитационных экспериментов. Это существенно ускоряет про-

цесс анализа и позволяет оперативно получать оценки производительности си-

стемы.  

На рис. 2.4.2-2.4.5 представлен частичный код реализации метамодели с ис-

пользованием ансамблевых методов для предсказания Q и W. Код разделен на ло-

гические секции, соответствующие описанным выше этапам. 

 

Рис. 2.4.2 Код реализации метамодели с использованием ансамблевых методов 

(начало) 
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Рис. 2.4.3 Код реализации метамодели с использованием ансамблевых методов 

(продолжение) 
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Рис. 2.4.4 Код реализации метамодели с использованием ансамблевых методов 

(продолжение) 
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Рис. 2.4.5 Код реализации метамодели с использованием ансамблевых методов 

(конец) 
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Рис. 2.4.6 Результаты предсказаний для характеристик системы массового обслу-

живания с использованием трех ансамблевых методов: AdaBoost, и 

StackingRegressor 

 

 

Графики на рисунке 2.4.6 предсказаний показывают, что ансамблевые мето-

ды (AdaBoost, и StackingRegressor) продемонстрировали высокую точность при 

предсказании ключевых характеристик системы. Модели достаточно устойчивы, а 

ошибки распределены равномерно. 
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На графике (Рис. 2.4.7) представлена сходимость обучения двух ансамбле-

вых методов: AdaBoost и Gradient Boosting, в зависимости от количества базо-

вых моделей. 

1. Кривая ошибок для AdaBoost: 

o Показана оранжевой линией. Видно, что по мере увеличения количе-

ства базовых моделей (количество деревьев решений) ошибка на те-

стовой выборке постепенно уменьшается и стабилизируется. 

o После достижения 100 базовых моделей ошибка практически не из-

меняется, что указывает на оптимальный баланс между сложностью 

модели и её точностью. 

2. Кривая ошибок для Gradient Boosting: 

o Показана зеленой линией. Ошибка также уменьшается с увеличением 

количества деревьев, но сходимость модели наблюдается немного 

быстрее, чем у AdaBoost. 

o После 80 базовых моделей ошибка становится практически постоян-

ной, что свидетельствует о достижении оптимального числа деревьев. 

Вывод: 

Графики сходимости подтверждают, что оба метода хорошо справляются с 

обучением. Gradient Boosting демонстрирует более быструю сходимость, тогда 

как AdaBoost требует большего количества базовых моделей для достижения ста-

бильных результатов. Эти результаты могут быть использованы для выбора оп-

тимальных гиперпараметров при обучении. 
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Рис. 2.4.7 Сходимость ансамблевых методов 

В рамках исследования было принято решение увеличить количество дан-

ных в обучающей выборке до 5000 примеров. Данное изменение обосновано сле-

дующими причинами: 

1. Повышение качества метамодели: 

Увеличение количества обучающих данных позволяет улучшить обобщающую 

способность моделей машинного обучения. Метамодель, обученная на большем 

объеме данных, становится более точной и менее подверженной переобучению. 

2. Стабильность результатов: 

Небольшие выборки могут приводить к нестабильным результатам из-за случай-

ных выбросов и дисбаланса данных. Увеличение объема выборки позволяет более 

точно аппроксимировать зависимость между входными параметрами системы 

массового обслуживания (λ, r, θ) и выходными характеристиками (Q, W). 

В рамках эксперимента были реализованы следующие этапы: 

1. Для исследования использовался метод случайной генерации данных с 

заданными диапазонами параметров. Входные параметры включали интенсив-

ность входного потока, число фаз обслуживания и ограничения по времени ожи-
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дания. Значения интенсивности входного потока варьировались от минимального 

до максимального уровня, число фаз обслуживания принимало дискретные значе-

ния в определённом диапазоне, а параметр ограничения по времени ожидания 

был задан в виде непрерывного интервала. Для каждой комбинации входных па-

раметров вычислялись целевые переменные, такие как среднее число заявок в 

очереди и среднее время ожидания. Генерация данных была проведена для пяти 

тысяч примеров, что позволило создать насыщенную и репрезентативную обуча-

ющую выборку для дальнейшего анализа. 

2. На основе полученной выборки проводилось обучение ансамблевых мо-

делей машинного обучения. В эксперименте использовались три метода: 

AdaBoost, Gradient Boosting и StackingRegressor. Для каждого метода осуществ-

лялся подбор оптимальных гиперпараметров. В случае AdaBoost настраивались 

параметры, включая количество базовых моделей и глубину деревьев решений. 

Для Gradient Boosting дополнительно подбирались скорость обучения и количе-

ство деревьев. В StackingRegressor в качестве базовых моделей использовались 

предсказания AdaBoost и Gradient Boosting, а финальная модель, объединяющая 

результаты, представляла собой линейную регрессию. 

3. Для оценки производительности обученных моделей применялись метри-

ки качества на тестовой выборке. В качестве основных показателей использова-

лись среднеквадратическая ошибка, которая характеризует среднее отклонение 

предсказанных значений от истинных, и коэффициент детерминации, позволяю-

щий оценить долю объяснённой дисперсии. Для наглядного анализа качества 

предсказаний были построены несколько типов графиков. Графики предсказаний 

против истинных значений позволили визуально оценить точность моделей, а 

графики сходимости обучения продемонстрировали изменение ошибки в зависи-

мости от количества базовых моделей в ансамбле. Дополнительно были построе-

ны гистограммы ошибок и диаграммы типа Boxplot для визуализации распреде-

ления ошибок и выявления потенциальных отклонений. 

Таким образом, эксперимент охватывал этапы от генерации данных до ком-

плексного анализа качества предсказаний, что позволило обоснованно оценить 
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эффективность ансамблевых методов машинного обучения для моделирования 

систем массового обслуживания. 

Результаты эксперимента представлены на рисунках 2.4.8-2.4.10. 

 

 

Рис. 2.4.8 Результаты предсказания моделей 
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Рис. 2.4.9 Ошибки моделей при разных гиперпараметрах 
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Рис. 2.4.10 Зависимость сходимости обучения от количества базовых моделей 

 

На графике представлены кривые ошибок для моделей Gradient Boosting и 

AdaBoost. Для Gradient Boosting ошибка на первых этапах обучения достаточно 

высокая, однако по мере увеличения количества базовых моделей она быстро 

снижается. Начиная с 40-60 базовых моделей, ошибка стабилизируется и выходит 

на плато, достигая минимального значения. Такое поведение связано с тем, что 

Gradient Boosting на каждом шаге настраивается на минимизацию ошибки, после-

довательно корректируя предсказания. Это позволяет модели быстро обучаться и 

достигать хороших результатов даже при сравнительно небольшом числе деревь-

ев решений. 

В случае AdaBoost ошибка на начальном этапе уже сравнительно низкая и 

практически не изменяется при увеличении количества базовых моделей. Подоб-

ное поведение объясняется особенностями алгоритма: AdaBoost работает с сла-

быми моделями, такими как деревья решений небольшой глубины. При этом 

вклад каждого последующего дерева становится незначительным, если исходная 

ошибка уже мала. В результате AdaBoost демонстрирует меньшую подстройку 
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под данные по сравнению с Gradient Boosting и оказывается менее чувствитель-

ным к числу базовых моделей. 

Причины наблюдаемого поведения заключаются в различиях между двумя 

методами. Gradient Boosting более агрессивно минимизирует ошибку на каждом 

этапе обучения, что позволяет деревьям решений глубже адаптироваться к дан-

ным. Это приводит к быстрой сходимости и стабилизации ошибки при увеличе-

нии числа моделей. В отличие от него, ансамбль AdaBoost оказывается менее чув-

ствительным к числу базовых моделей, особенно если ошибка на начальных эта-

пах уже невелика. Это объясняет горизонтальную форму кривой для AdaBoost на 

графике. 

Для более реалистичного моделирования системы массового обслуживания 

рассмотрим характерные распределения для параметров входного потока и вре-

мени обслуживания. Вместо равномерного случайного распределения парамет-

ров, как это делалось ранее, генерация данных будет основываться на следующих 

классических распределениях: 

1. Пуассоновское распределение для интенсивности входного потока: 

Интенсивность входного потока заявок описывается потоком Пуассона, который 

широко используется для моделирования случайного поступления заявок. Это 

позволит более точно отразить вероятностную природу появления заявок в систе-

ме за единицу времени. 

2. Эрланговское распределение для времени обслуживания: 

Для моделирования времени обслуживания на каждой фазе используется эрлан-

говское распределение. Оно представляет собой частный случай гамма-

распределения и подходит для описания времени выполнения задач, разбитых на 

несколько последовательных этапов. 

3. Пуассоновское распределение на каждой фазе: 

Интенсивность поступления заявок на каждой отдельной фазе обслуживания так-

же будет подчиняться распределению Пуассона, что позволит учесть нелинейные 

изменения в процессе обработки заявок на разных фазах системы. 

Результаты эксперимента приведены на рисунках 2.4.11, 2.4.12 
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Рис. 2.4.11 Результаты предсказания моделей 

 

Рис. 2.4.12 Гистограммы ошибок моделей 

 

Анализ графиков показал, что Gradient Boosting превосходит AdaBoost по 

точности предсказаний. Модель Gradient Boosting демонстрирует более плотное 

соответствие предсказанных значений с истинными, узкое распределение ошибок 

и меньшую абсолютную ошибку на тестовой выборке. AdaBoost также справляет-

ся с задачей предсказания, но его ошибки более вариативны, что отражается на 
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широкой гистограмме и большем размахе значений в Boxplot. Дополнительная 

визуализация распределений параметров входного потока позволяет подтвердить 

корректность генерации данных и приближение модели к реальным стохастиче-

ским процессам в системах массового обслуживания. 

Таким образом, в ходе исследования была разработана и реализована мето-

дика генерации данных для систем массового обслуживания с учётом стохастиче-

ской природы процессов. Генерация параметров системы производилась на осно-

ве классических вероятностных распределений, что позволило приблизить модель 

к реальным условиям эксплуатации. Интенсивность входного потока заявок мо-

делировалась с использованием пуассоновского распределения, отражающего 

случайный характер поступления заявок во времени. Время обслуживания на эта-

пах системы описывалось эрланговским распределением, что обеспечивало реа-

листичную вариативность длительности выполнения задач, разделённых на не-

сколько последовательных фаз. Число фаз обслуживания принимало дискретные 

значения, что позволило учитывать различную сложность структуры обслужива-

ния в системе. Использование вероятностных распределений для генерации вход-

ных данных обеспечило реалистичность и статистическую обоснованность моде-

лируемых процессов. Сравнительный анализ ансамблевых методов показал, что 

Gradient Boosting является более эффективным инструментом для аппроксимации 

производственных характеристик систем массового обслуживания, характеризу-

ясь высокой точностью и сходимостью. Результаты подтвердили целесообраз-

ность применения методов машинного обучения для построения метамоделей, 

способных оперативно предсказывать ключевые показатели системы на основе 

заданных параметров. 

 

Выводы: 

1. Анализ нестационарных условий: были рассмотрены не только стацио-

нарные, но и нестационарные условия работы системы массового обслуживания. 

Это позволяет более точно моделировать реальные условия эксплуатации, где па-

раметры системы могут изменяться во времени.  



82 

 

2. Адекватность моделей: Аналитическое моделирование было использова-

но для получения аналитических выражений временных характеристик системы, 

учитывающих нестационарные условия. Имитационное моделирование в системе 

AnyLogic было разработано для проверки и валидации этих результатов. Оба ме-

тода показали хорошее соответствие между собой, что подтверждает адекват-

ность моделей для оценки производительности и поведения системы в динамиче-

ских условиях. 

3. Практическое применение: Полученные результаты имеют практическую 

значимость для управления системами массового обслуживания в реальных усло-

виях. Анализ нестационарных условий позволяет оптимизировать параметры си-

стемы, улучшать качество обслуживания клиентов и эффективность использова-

ния ресурсов. В результате проведенного исследования была предложена метамо-

дель системы массового обслуживания с использованием ансамблевых методов 

машинного обучения. Эта метамодель может служить основой для дальнейших 

исследований и может быть адаптирована для моделирования различных сцена-

риев работы системы, обеспечивая гибкость и точность в предсказании ключевых 

характеристик системы. 
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3 ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СТАБИЛЬНЫХ РЕЖИМОВ РАБОТЫ СМО 

 

В системах массового обслуживания (СМО) с пуассоновским потоком и 

экспоненциальным временем обслуживания всегда возникают очереди и задерж-

ки в обслуживании, что приводит к дестабилизации работы системы.  В контексте 

многофазового обслуживания на практике возможность быстрого изменения па-

раметров ограничена, в основном, числом фаз обслуживания. 

Несмотря на обширное количество работ по теории массового обслужива-

ния, опубликованных за последнее время [68-76], вопрос устойчивых режимов 

работы для сложных СМО, в том числе многофазных, остается недостаточно изу-

ченным. Анализ указанных характеристик позволяет получить ряд важных сведе-

ний о режимах функционирования систем данного типа, в особенности СМО с 

ограничениями времени ожидания. Исследование этих параметров дает возмож-

ность извлечь ряд нетривиальных заключений о режимах работы систем, в част-

ности, СМО с ограничениями на время пребывания заявок в очереди. 

Рассмотрим, как изменится поведение моментов длины очереди при изме-

нении числа фаз обслуживания. 

𝜎𝑄
2 = ∑(𝑘 − 1)2𝑝𝑘

 

𝑘

− 𝑄2 = ∑ 𝑘2𝑝𝑘

 

𝑘

− 2 ∑ 𝑘𝑝𝑘

 

𝑘

+ ∑ 𝑝𝑘 − 𝑄2 =

 

𝑘

= 𝑃′(1) + 𝑃′′(1) − 2𝑃′(1) + (1 − 𝑝0) − 𝑄2 = 
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Зависимость математического ожидания и дисперсии числа заявок, ожида-

ющих обслуживания в очереди, от числа фаз обслуживания наглядно продемон-

стрирована на рис. 3.1.1. 

Существует некоторое пороговое значение r, соответствующее точке пере-

сечения кривых математического ожидания и дисперсии. 

Эта точка делит ось абсцисс на две области: 

● Область, где среднеквадратичное отклонение (СКО) длины очереди 

не превышает ее математическое ожидание. В этой области наблюдается стабиль-

ный и предсказуемый режим работы системы с точки зрения эксплуатации. 

● Область, где разброс числа заявок в очереди превышает среднее зна-

чение. В этой области система функционирует в менее предсказуемом режиме. 

Режим работы системы, при котором СКО длины очереди не выходит за 

пределы ее математического ожидания, является наиболее предпочтительным. 

 

 

Рис. 3.1.1 – Зависимость математического ожидания и СКО числа заявок в очере-

ди от числа фаз обслуживания 

На основе математической модели, разработанной в главе 2, была создана 

специальная программа для вычисления граничного значения r. Программа ис-
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пользует в качестве исходных данных известную интенсивность входного потока 

заявок и соответствующие ограничения. Для исследования зависимости гранич-

ного значения r от нагрузки на систему, создаваемой входным потоком, с помо-

щью программы был проведен цикл вычислительных экспериментов. 

Алгоритм, используемый для проведения экспериментов представлен на 

рисунке 3.1.2. 

 

Рис. 3.1.2 – Блок-схема алгоритма расчета r граничного 
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Путем изменения интенсивности входного потока заявок были определены 

значения r граничного для различных моментов длины очереди. 

Результаты вычислительных экспериментов для различных частных случаев 

рассматриваемой модели СМО будут представлены далее. 

 

Описание алгоритма определения граничного значения r 

1. Задание параметров модели: 

На первом шаге задаются входные параметры системы массового обслуживания: 

o λ – интенсивность поступления заявок; 

o μ– интенсивность обслуживания; 

o θ– параметр, связанный с ограничением времени ожидания заявки в 

очереди. 

2. Численное решение уравнения: 

После задания параметров необходимо численно решить уравнение: √(𝜎𝑄
2) – 𝑙 ̅  =

 0, 

где 𝑙–̅ математическое ожидание длины очереди, а √(𝜎𝑄
2) – среднеквадратичное 

отклонение числа заявок в очереди. 

Таким образом, ищется такое значение параметра r, при котором средне-

квадратичное отклонение длины очереди равно её математическому ожиданию. 

3. Определение граничного значения r: 

В результате решения уравнения находится граничное значение r, при котором 

√(𝜎𝑄
2) =  𝑙.̅ Значение r определяет границу между устойчивым (предсказуемым) 

режимом работы системы и режимом с более высоким разбросом длины очереди. 

4. Проверка условия завершения: 

После вычисления r проверяется условие завершения процесса вычислений. Если 

условие не выполнено, параметры или начальные приближения могут быть изме-

нены, и шаг решения уравнения повторяется. 
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5. Завершение алгоритма: 

При выполнении условия завершения алгоритм заканчивается. Полученное гра-

ничное значение r может использоваться для оценки и планирования режима ра-

боты системы. 

Все расчеты для исследования проводились в системе компьютерной алгеб-

ры Wolfram Mathematica, широко используемой в научных, инженерных, матема-

тических и компьютерных областях. 

С использованием алгоритма, блок-схема которого представлена на рисунке 

3.1.2, необходимо найти формулу, отражающую зависимость граничного значе-

ния фаз обслуживания от коэффициента вариации длины очереди. Для определе-

ния формулы, отражающей зависимость граничного значения фаз обслуживания 

от коэффициента вариации длины очереди, необходимо использовать алгоритм, 

представленный на блок-схеме 3.1.2.В этом алгоритме задействована функция 

LinearModelFit из Wolfram Mathematica. 

Эта функция возвращает объект, содержащий информацию о подгонке дан-

ных по точкам для модели линейной регрессии. Эта информация позволяет легко 

извлекать результаты моделирования и проводить диагностику. Таким образом, 

используя алгоритм 3.1.2 и функцию LinearModelFit, можно получить формулу, 

описывающую зависимость между граничным значением фаз обслуживания и ко-

эффициентом вариации длины очереди. Набор данных для данной функции фор-

мируется исходя из определения стабильного режима работы системы: стабиль-

ным мы назовем режим рабoты системы, при котором CKO исследуемой величи-

ны не превосходит ее математического ожидания. Для формирования набора дан-

ных численно с помощью метода простых итераций решаем уравнение 𝜎𝑄
2 = 𝑄 и 

находим значения 𝑟, удовлетворяющие данному равенству.  

Использование функции LinearModelFit в среде Wolfram Mathematica не 

противоречит факту, что искомая зависимость может носить логарифмический 

характер. Данный метод регрессии предназначен для оценки параметров линей-

ных моделей, однако при наличии априорных сведений о специфике зависимости 
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(например, о её логарифмической форме) исходные данные или аргументы могут 

быть преобразованы соответствующим образом. 

Так, если предполагается, что граничное число фаз обслуживания связано с 

интенсивностью входящего потока посредством логарифмической зависимости, 

можно выполнить предварительное преобразование переменных. В частности, ло-

гарифмирование аргументов или результатов измерений позволяет «линеаризо-

вать» исходную нелинейную связь. После такого преобразования процедура ли-

нейной регрессии применима к модифицированным данным и даёт возможность 

оценить параметры модели, которая в исходных единицах представляется лога-

рифмической функцией. 

Таким образом, применение LinearModelFit в контексте логарифмической 

зависимости является стандартной практикой: данные предварительно трансфор-

мируются так, чтобы модель стала линейной относительно новых переменных, и 

лишь затем к ней применяется линейная регрессия. Это обеспечивает корректное 

и удобное получение параметров модели, отражающей исходную логарифмиче-

скую зависимость. 

Пример полученных результатов вычислительного эксперимента приведен 

на рис. 3.1.3. 

Каждая точка, лежащая на кривой, соответствует равным значениям мате-

матического ожидания и СКО длины очереди при определенном значении приве-

денной интенсивности входного потока заявок. При этом коэффициент вариации 

длины очереди равен единице. Фактически это граница, выше которой СКО пре-

вышает математическое ожидание. Область под кривой соответствует стабильно-

му режиму функционирования системы, при котором СКО длины очереди нахо-

дится в пределах математического ожидания. 
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Рис.3.1.3 Зависимости граничного значения числа фаз от скорости поступ-

ления заявок 

 

Для того чтобы определить функциональную зависимость с помощью вы-

шеописанного метода LinearModelFit. отобразим данные и линию наилучшего со-

ответствия при произвольных значениях приведенной интенсивности (рис.3.1.4). 
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В данном случае точками отображаются значения r граничного, сплошной голу-

бой линией искомая аппроксимирующая функция: 

 

3.1.4 Линия наилучшего соответствия модели 

Далее с помощью функции 𝐹𝑖𝑡𝑡𝑒𝑑𝑀𝑜𝑑𝑒𝑙 извлечем функциональную форму 

модели: 

𝑟(𝜌) = 𝑎 − 𝑏 ∗ 𝑙𝑛 (𝜌), 

 где 𝑎, 𝑏 некоторые константы. 

Таким образом, показана функциональная зависимость граничного числа 

фаз обслуживания, при которых обеспечивается стабильный режим работы си-

стемы от приведенных интенсивностей потока, которая носит логарифмический 

характер. Увеличение набора данных улучшает точность построенной аппрокси-

мирующей функции, уменьшает невязку, однако существенно сказывается на 

времени расчета.  
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На рис. 3.1.5 представлен частичный пример кода для вычисления гранич-

ных значений числа фаз обслуживания: 

 

Рис. 3.1.5 Код для вычисления граничных значений числа фаз обслуживания 
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Рассмотрим альтернативный подход к определению зависимости гранично-

го значения числа фаз обслуживания от коэффициента вариации длины очереди. 

Данный подход не противоречит ранее описанному, а лишь предлагает другой 

инструмент и программную среду для достижения схожих целей. В то время как 

ранее использовалась функция LinearModelFit в Wolfram Mathematica для опреде-

ления линейной связи, в настоящем подходе предлагается:  

1. Численно сформировать набор данных и соответствующие коэффици-

енты вариации длины очереди. 

2. Применить методы регрессии в среде Python (например, с использо-

ванием библиотеки scikit-learn) для получения аппроксимации зави-

симости  

3. При необходимости рассмотреть не только линейную, но и более гиб-

кую модель (например, полиномиальную регрессию), которая, тем не 

менее, не противоречит исходной концепции. 

На рис. 3.1.6-3.1.7 представлен пример кода, демонстрирующего вышеопи-

санное решение: 
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Рис. 3.1.6 Код для вычисления зависимости числа фаз обслуживания от вариации 

длины очереди 
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Рис. 3.1.7 Код для вычисления зависимости числа фаз обслуживания от вариации 

длины очереди (конец) 

 

Если предполагается, что зависимость между граничным значением фаз об-

служивания r и коэффициентом вариации длины очереди носит нелинейный ха-

рактер, то вместо простой линейной регрессии можно использовать полиноми-

альные или другие нелинейные модели. На рис. 3.1.8-3.1.9 приведён пример кода 

на Python, который реализует полиномиальную регрессию с помощью класса 

PolynomialFeatures из библиотеки scikit-learn. 

Для того чтобы численный алгоритм успешно находил решение, при кото-

ром среднеквадратичное отклонение длины очереди становится равным её мате-

матическому ожиданию, необходимо корректно выбрать параметры модели си-

стемы массового обслуживания. В упрощённом случае, рассмотренном ранее, 

применялся ограниченный набор зависимостей, в результате чего определить по-

ложительное значение параметра, удовлетворяющее искомому условию, было не-

возможно. 
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Рис. 3.1.8 Код, который реализует полиномиальную регрессию 

  

Чтобы добиться нетривиального решения, следует использовать более гиб-

кий подход к заданию взаимосвязей между средней длиной очереди и её диспер-
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сией. Вместо жёстко фиксированных зависимостей вводятся дополнительные па-

раметры, позволяющие контролировать поведение исследуемых функций. Пра-

вильный выбор таких параметров гарантирует наличие точки пересечения кри-

вых, отображающих среднее значение длины очереди и её среднеквадратичное 

отклонение. Это, в свою очередь, обеспечивает существование решения постав-

ленной задачи при положительных значениях параметра. 

На практике данный подход реализуется следующим образом. Сначала 

формируется новая, более гибкая функциональная зависимость, в которой варьи-

руемые параметры позволяют сместить точку пересечения в нужную область зна-

чений. Затем, после проверки на численной модели, подтверждается, что искомый 

параметр действительно найден. Далее на основе полученных данных выполняет-

ся регрессионный анализ, позволяющий аппроксимировать найденную зависи-

мость. 

 

 
Рис. 3.1.9 Код, который реализует полиномиальную регрессию (конец) 
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Таким образом, благодаря более гибкой постановке задачи и уточнённым 

зависимостям, обеспечивается возможность решения, при котором среднеквадра-

тичное отклонение длины очереди оказывается равным её математическому ожи-

данию при заранее определённом положительном значении параметра. 

 

Выводы: 

В реальных условиях эксплуатации объектов и систем, работающих по 

принципу систем массового обслуживания, всегда важной является проблема 

очередей и задержек в обслуживании. Организация процесса эксплуатации таких 

систем с целью обеспечения стабильного режима работы является естественным 

желанием. Однако, параметром, который можно быстро изменить на практике, 

для случаев многофазового обслуживания, является только число фаз обслужива-

ния. 

Для более сложных моделей СМО, таких как многофазовые системы с 

ограничениями на длину очереди, понятие стабильных режимов работы пока не 

было достаточно изучено в литературе [45-75]. Исследование этих характеристик 

может привести к нетривиальным выводам о режимах функционирования таких 

CMO. 

Для исследования поведения граничного числа фаз обслуживания была раз-

работана специализированная программа, основанная на математической модели, 

представленной в предыдущих главах. Применяя численные методы и алгоритм, 

представленный на рисунке 3.1.2, удалось провести серию вычислительных экс-

периментов. В ходе этих экспериментов варьировались интенсивности входного 

потока заявок с целью определения условий, при которых система достигает ре-

жима, в котором среднеквадратичное отклонение длины очереди не превосходит 

её математического ожидания. Для упрощения модели и проверки различных 

сценариев были использованы искусственные зависимости, которые впослед-

ствии модифицировались с учётом введения дополнительного параметра, гаран-

тировавшего существование решения уравнения при положительных значениях 

параметра r. 
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Практическая реализация данного подхода была продемонстрирована на 

фрагментах программного кода (на языке Python), в котором применялись чис-

ленные методы решения уравнений (например, метод бисекции), а также прово-

дилась аппроксимация полученных результатов методами регрессии (линейной 

или полиномиальной). При этом увеличение размера выборки и детальность вы-

числительного эксперимента повышают точность аппроксимации данной зависи-

мости, но возрастают и вычислительные затраты. 

Таким образом, на основе сочетания аналитического и численного модели-

рования продемонстрировано, что регулирование числа фаз обслуживания оказы-

вает существенное влияние на устойчивость работы системы массового обслужи-

вания при различных уровнях входной нагрузки. Представленные вычислитель-

ные эксперименты, выполненные с помощью разработанного программного ин-

струментария, подтверждают возможность настройки параметров системы для 

достижения устойчивого режима работы. Это, в свою очередь, создаёт предпо-

сылки для дальнейших исследований в направлении более гибких и реалистичных 

моделей, а также для практического применения результатов при оптимизации 

параметров реальных СМО. 
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4 АПРОБАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ В ВИДЕ ПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА С 

ПРИМЕНЕНИЕМ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ БИБЛИОТЕКИ ПЛАТФОРМЫ .NET 

 

4.1 Постановка задачи 

 

Теория массового обслуживания (ТМО) играет значимую роль в анализе и 

оптимизации процессов, связанных с обслуживанием потоков заявок, в различных 

областях, таких как телекоммуникации, производство, логистика, здравоохране-

ние и финансы, как указано в работе [77]. Существует несколько способов, кото-

рыми ТМО применяется для этих целей. 

Одним из ключевых направлений является определение ресурсов. ТМО 

позволяет точно определить количество необходимых ресурсов (например, опера-

торов, рабочих мест или серверов) для обработки потока заявок при различной 

нагрузке. Это важно для планирования ресурсов и минимизации затрат. 

Важным аспектом является снижение времени ожидания. В системах мас-

сового обслуживания одной из главных метрик является время ожидания. ТМО 

позволяет анализировать влияние различных факторов, таких как интенсивность 

потока заявок и количество каналов обслуживания, на время ожидания, и оптими-

зировать его. 

Также ТМО используется для улучшения качества обслуживания. Качество 

обслуживания тесно связано с временем ожидания и доступностью ресурсов. 

ТМО позволяет проанализировать, как изменения в системе могут повлиять на 

качество обслуживания, и принять меры для его улучшения. 

Оптимизация загрузки ресурсов является еще одним важным аспектом. 

ТМО используется для оптимизации загрузки ресурсов путем распределения за-

явок между различными каналами или обслуживающими устройствами, что спо-

собствует уменьшению простоев и повышению производительности. 

Также ТМО используется для прогнозирования и планирования. С помо-

щью моделей ТМО можно прогнозировать поведение системы в различных сце-
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нариях и разрабатывать планы, учитывая возможные изменения в потоке заявок 

или доступности ресурсов. 

Важным аспектом является снижение вероятности отказов в обслуживании. 

ТМО помогает анализировать и снижать вероятность отказов, что критически 

важно для систем с высокими требованиями к доступности и надежности. 

Создание симуляционных моделей является еще одним аспектом использо-

вания ТМО. ТМО используется для создания симуляционных моделей реальных 

систем, что позволяет проводить эксперименты с моделями вместо их проведения 

на реальных системах, что может быть затратным или невозможным. 

Знание принципов ТМО также помогает в проектировании и разработке ар-

хитектуры системы, обеспечивая их соответствие требованиям производительно-

сти и масштабируемости. 

В данной главе рассматриваются принципы разработки многоканальной си-

стемы массового обслуживания (СМО) с ограниченной очередью, реализованной 

на платформе .NET с использованием языка программирования C#. Цель этой 

разработки – продемонстрировать универсальность и применимость инструмен-

тов .NET для различных типов СМО, включая многоканальные системы. 

Для того чтобы исследовать универсальность и применимость методов, раз-

работанных для одноканальной модели с эрланговски распределенным временем 

обслуживания заявок и ограниченной очередью, было решено использовать ин-

струментарий .NET для более сложного случая – многоканальной СМО. Это поз-

волило проверить эффективность и надежность подходов в условиях более слож-

ной многоканальной системы. 

Архитектурные решения для многоканальной системы базируются на об-

щих принципах проектирования СМО, что включает использование высокопроиз-

водительной обработки данных и параллельных вычислений. Эти подходы, хотя и 

не основаны напрямую на аналитических результатах, полученных для модели 

M/Er/1, позволяют применить аналогичные методы для решения задач многока-

нальных систем. 
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Разработка многоканальной системы массового обслуживания (СМО) с 

ограниченной очередью на платформе .NET является актуальной задачей, обу-

словленной несколькими ключевыми факторами. Высокая производительность 

многоканальных СМО позволяет обрабатывать несколько заявок одновременно, 

что увеличивает пропускную способность и уменьшает время ожидания для кли-

ентов. Ограниченная очередь способствует оптимизации использования ресурсов 

и предотвращает их перегрузку. Гибкость и масштабируемость .NET делают его 

идеальным для разработки сложных систем, таких как многоканальные СМО. 

Обработка больших данных является необходимым условием для совре-

менных систем обслуживания. .NET предлагает функции и инструменты для по-

строения отказоустойчивых систем, обеспечивая безопасность данных и транзак-

ций. Интеграция с другими системами упрощает работу с различными сервисами 

и повышает функциональные возможности системы. .NET также поддерживает 

кроссплатформенность, что позволяет разрабатывать приложения, работающие на 

различных операционных системах. 

Таким образом, теория массового обслуживания является важным элемен-

том в разработке и оптимизации систем обслуживания. Она предоставляет все не-

обходимые инструменты для анализа характеристик системы, планирования ре-

сурсов, улучшения качества услуг, минимизации затрат и рисков. Знание принци-

пов ТМО помогает специалистам принимать обоснованные решения при проек-

тировании и управлении системами обслуживания. 

 

4.2 Принципы разработки многоканальной СМО с ограниченной очередью с 

применением parallel framework 

 

Многоканальные системы массового обслуживания играют ключевую роль 

в различных сферах, включая телекоммуникации, банковское дело и здравоохра-

нение. Эффективность таких систем часто определяется их способностью обраба-

тывать множество заявок параллельно. Рассмотрим принципы разработки много-

канальной СМО с ограниченной очередью, используя Parallel Framework плат-
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формы .NET [78]. Parallel Framework представляет собой часть платформы .NET, 

которая обеспечивает высокоуровневые инструменты и библиотеки для парал-

лельного программирования. Он позволяет разработчикам легко внедрять много-

поточность и параллелизм в своих приложениях, не работая с низкоуровневыми 

механизмами потоков. 

На рисунке 4.2.1 изображена диаграмма деятельности [79] многоканальной 

СМО с ограниченной очередью, использующей Parallel Framework [80].  

 

Рис. 4.2.1. Диаграмма деятельности многоканальной системы массового обслужи-

вания с ограниченной очередью с использованием Parallel Framework 
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В данной системе имеется несколько каналов обслуживания и очередь с 

ограничением в N заявок. При добавлении заявок в очередь они обрабатываются 

параллельно в нескольких каналах. В случае достижения очередью своего предела 

новые заявки отклоняются. 

Для реальных сценариев использования и оптимизации многоканальных 

СМО с ограниченной очередью [81; 82], можно рассмотреть несколько дополни-

тельных аспектов: 

● Балансировка нагрузки. Это включает оптимизацию распределения за-

явок между каналами с целью минимизации времени ожидания и обеспечения 

равномерной загрузки каналов. 

● Динамическое масштабирование. Автоматическое изменение числа кана-

лов в ответ на изменение интенсивности потока заявок. 

● Мониторинг и логирование. Сбор статистических данных о производи-

тельности системы и времени обработки заявок для последующего анализа и оп-

тимизации. 

На рис. 4.2.2-4.2.3 приведены примеры кода с динамическим масштабиро-

ванием каналов: 
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Рис. 4.2.2 Код с динамическим масштабированием каналов 
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Рис. 4.2.3 Код с динамическим масштабированием каналов (конец) 

Таким образом, использование Parallel Framework платформы .NET позво-

ляет разрабатывать высокопроизводительные многоканальные системы массового 

обслуживания с ограниченной очередью. Средства параллельного программиро-

вания облегчают реализацию многопоточности, а применение техник балансиров-

ки нагрузки, динамического масштабирования и мониторинга позволяет оптими-

зировать систему для конкретных потребностей и условий работы. 

 

4.3 Применение конкурентных коллекций 

 

При проектировании многоканальной СМО с ограниченной очередью с ис-

пользованием Parallel Framework на платформе .NET, одним из важных аспектов 

является управление конкуренцией за доступ к разделяемым ресурсам. В много-

поточных приложениях, когда несколько потоков имеют доступ к общим данным, 

необходимо обеспечить синхронизацию и надежное управление данными. В этом 

контексте, конкурентные коллекции .NET предлагают эффективные решения. 

Конкурентные коллекции, такие как ConcurrentQueue<T> и ConcurrentBag<T>, 

предоставляют потокобезопасные структуры данных, которые могут быть эффек-

тивно использованы в многопоточных сценариях. В контексте СМО 

ConcurrentQueue<T> может быть использована для представления очереди заявок. 



106 

 

Она обеспечивает потокобезопасную очередь FIFO (первым пришел – первым об-

служен). Parallel Framework предоставляет различные средства для распараллели-

вания задач. Для обработки заявок в многоканальной СМО можно использовать 

Parallel.For или Parallel.ForEach (рис. 4.3.1). 

 

 

Рис. 4.3.1 Код обработки заявок с использованием Parallel.For 

 

При использовании ConcurrentQueue, можно реализовать логику для ограничения 

размера очереди, проверяя ее размер перед добавлением новой заявки (рис. 4.3.2). 

 

 

Рис. 4.3.2 Код обработки заявок с ограничением размера очереди 

 

Использование конкурентных коллекций вместе с Parallel Framework на 

платформе .NET позволяет эффективно реализовывать многоканальные СМО с 

ограниченной очередью. Конкурентные коллекции обеспечивают потокобезопас-

ное управление данными, в то время как Parallel Framework позволяет легко рас-

параллеливать обработку заявок по множеству каналов. Это не только улучшает 
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производительность системы, но и обеспечивает более высокую точность моде-

лирования в средах с высокой степенью параллелизма. 

Другой важный аспект – это эффективное распределение ресурсов между канала-

ми (рис.4.3.3). Можно использовать Parallel Framework для динамического балан-

сирования нагрузки между каналами обслуживания. 

 

 

Рис. 4.3.3 Код обработки заявок с распределением ресурсов между каналами 

 

Такой подход позволяет системе автоматически адаптироваться к изменениям в 

потоке заявок и распределять ресурсы между каналами наиболее эффективным 

образом. Помимо обработки заявок, важно также реализовать механизмы монито-

ринга и анализа производительности системы. Это может включать в себя сбор 

статистики о времени ожидания в очереди, времени обслуживания и доле отказов. 

Эти данные могут быть использованы для последующего анализа и оптимизации 

системы. 

 

4.4 Результаты тестирования 

 

Было проведено сравнительное тестирование двух реализаций системы мас-

сового обслуживания 10 заявок по сокрытию файлов (объемом ~600 КБ) с приме-

нением приложения для ассоциативной защиты файлов, представленного в статье 

[83]: с использованием Parallel Framework и без его использования. Тестирование 

проводилось на процессоре Intel Core i5-9300H с базовой частотой 2,4 ГГц под 

управлением ОС Windows 11 Pro. Исходя из результатов тестирования, среднее 

время обработки одной заявки в реализации с использованием Parallel Framework 

составило 69 678 миллисекунд, в то время как в реализации без использования 
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Parallel Framework – 240 345 миллисекунд. Это указывает на улучшение произво-

дительности в 3,45 раз при использовании Parallel Framework. Однако, следует 

отметить, что Parallel Framework эффективен только при определенных условиях. 

При небольшом числе заявок и низкой сложности обработки заявок, затраты на 

управление параллельными потоками могут уменьшить преимущества многопо-

точности. Кроме того, существует риск высокой конкуренции за ресурсы, что мо-

жет привести к снижению производительности при обработке большого объема 

данных. Таким образом, рекомендуется применять Parallel Framework для задач с 

высокой вычислительной сложностью и большим объемом данных, где паралле-

лизация может существенно уменьшить время выполнения. В то же время, для 

более простых задач, следует оценить возможные выгоды и определить, является 

ли использование многопоточности оптимальным решением. 

 

Выводы: 

Реализация многоканальной системы массового обслуживания с ограничен-

ной очередью на платформе .NET с применением Parallel Framework и конкурент-

ных коллекций позволяет создать высокопроизводительное и масштабируемое 

решение. Использование потокобезопасных структур данных обеспечивает 

надежность системы в многопоточной среде, в то время как возможности парал-

лелизма позволяют эффективно использовать ресурсы и адаптировать систему к 

изменяющимся условиям работы. С помощью Parallel Framework предложен но-

вый подход к распределению заявок по каналам, что способствует более эффек-

тивной обработке. В отличие от традиционных методов, которые могут быть 

ограничены однопоточной обработкой, этот подход позволяет распараллеливать 

задачи, оптимизируя использование многоядерных процессоров. Parallel 

Framework обеспечивает динамическое распределение нагрузки, что позволяет 

системе автоматически адаптироваться к изменениям в потоке заявок. Это ведет к 

более высокой пропускной способности и меньшим временем ожидания заявок. 

Дальнейшее развитие многоканальной системы массового обслуживания (СМО) с 

ограниченной очередью на платформе .NET может быть направлено на усовер-
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шенствование производительности, гибкости и аналитических возможностей си-

стемы. Приведем несколько направлений, которые могут быть рассмотрены: 

1. Адаптивные алгоритмы могут быть применены для автоматической 

настройки числа каналов и размера очереди на основе наблюдаемой нагрузки. Это 

позволит системе автоматически реагировать на изменения в потоке заявок, оп-

тимизируя использование ресурсов. 

2. Интеграция с облачными сервисами, такими как Azure, может обеспечить 

масштабируемость системы на новом уровне. Это может включать в себя воз-

можность динамического масштабирования ресурсов и использования облачных 

сервисов для хранения и обработки данных. 

3. Расширение аналитических возможностей системы путем внедрения про-

двинутых инструментов мониторинга и анализа данных. Это может помочь в вы-

явлении узких мест, предсказании будущих трендов и оптимизации процессов об-

служивания. 

4. Применение машинного обучения для предсказания потока заявок и оп-

тимизации производительности системы. Это может включать в себя алгоритмы 

прогнозирования временных рядов, обучение с подкреплением и другие техники. 

5. Применение архитектуры микросервисов может обеспечить большую 

гибкость и расширяемость системы, позволяя добавлять новые функции и серви-

сы без необходимости перестраивать всю систему. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Основные результаты, полученные в данной работе, опубликованы в трудах 

[84-95] и заключаются в следующем. 

1. Разработана новая математическая модель СМО смешанного типа, отли-

чающаяся от известных моделей сочетанием свойств СМО с ограниченным вре-

менем ожидания заявки в очереди и СМО с временем обслуживания, распреде-

ленным по закону Эрланга. Строгими аналитическими методами получены общие 

формулы для характеристик модели в стационарном и нестационарном режимах, 

позволяющие задавать временные рамки нахождения заявок в очереди и количе-

ство фаз обслуживания.  

2. Предложен новый метод исследования CMO с эрланговски распределен-

ным временем обслуживания, позволяющий найти требуемое количество фаз, 

обеспечивающее заданный уровень качества обслуживания, которое может быть 

оценено с помощью коэффициента вариации различных характеристик СМО. Вы-

явлено, что граничные значения числа фаз обслуживания логарифмически связа-

ны с изменением приведенной интенсивности входного потока заявок.  

3. Разработана имитационная модель СМО смешанного типа с использова-

нием инструментальной среды AnyLogic PLE, а также метамодель, аппроксими-

рующая ключевые характеристики СМО на основе методов машинного обучения. 

Метамодель позволяет оперативно оценивать показатели эффективности системы 

по заданным входным параметрам без проведения ресурсоёмких имитационных 

экспериментов, что значительно ускоряет процесс анализа.  

4. Разработан комплекс специализированных программных средств для ре-

шения задач по расчету ключевых характеристик CMO и оценки её эффективно-

сти. Проведено сравнительное тестирование двух реализаций СМО 10 заявок по 

сокрытию файлов (объемом ~600 КБ) с применением приложения для ассоциа-

тивной защиты файлов с использованием библиотеки Parallel Framework и без ее 

использования. Показано, что при использовании Parallel Framework производи-

тельность системы повышается в 3,45 раз. 
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С точки зрения теоретического аспекта, предложенный метод исследования 

CMO может быть расширен на другие немарковские модели СМО, что представ-

ляет собой перспективное направление для развития теоретических основ данной 

области. 

С практической точки зрения, полученные результаты открывают ряд пер-

спективных возможностей для управления сложными производственными систе-

мами. Использование этих результатов позволит более точно оценивать характе-

ристики очередей и временные задержки в таких системах. 
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