
- 1 - 

Зональная (II тур Всероссийской) студенческая олимпиада  

по теоретической механике 

Казанский национальный исследовательский  

технологический университет  

4-8 декабря 2013 г. 

Решения задач теоретического конкурса 

     Автор задач:  

доцент кафедры ТМ и СМ  КНИТУ  Муштари Айрат Ильдарович  

 

 

 

Решение задачи С1.  

Каждая пара стержней 1, 2 поддерживает вес 

участка трубопровода длины l. С учетом 

формулы объема круглого цилиндра lrV 2 , 

этот вес равен:  

glrVgMgP 2 . 

Обозначим через 21,SS  силы реакции стерж-

ней. По теореме о трех силах P,S,S 21 образуют 

систему сходящихся сил (рис. 1). Уравнения равновесия: 

 060cos21
o

k
kx SSF , (1) 

 060sin2 PSF o

k
ky . (2) 

Из (2), а затем из (1) определяем искомые реакции: 

lg22
3

2
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2
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1
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Решение задачи С2.  

Рассмотрим равновесие стержней АВ 

и CD по отдельности. Действующие на 

них силы указаны на рис. 2. Приложен-

ная к CD сила /
2тр,F , уравновешивающая 

вес Q , направлена вверх. Поэтому при-

ложенная к АВ в точке В сила 2тр,F  на-

правлена вниз по 3-му закону Ньютона. 

(Заметим, что если бы АВ опирался в 

точке В на неподвижную стенку, то 2тр,F  была бы направлена вверх.) 

Оси x и y направим вправо и вверх. Обозначим lАВ . Условия 

равновесия стержня АВ:  

 02тр,1 NFF
k

kx . (1) 

 02тр,1 FPNF
k

ky . (2) 

 .0cossincos)2/()( 2тр,2 lFlNlPFM
k

kA  (3) 

Достаточно записать одно из условий равновесия стержня CD:  

 02тр, QFF
k

ky . (4) 

Заметим, что основную сложность задачи составляет не запись 

уравнений равновесия, а их анализ.  

Выразим реакции 1N , 2N  через P, Q. Получим из (4):  

 QF 2тр, .  (5) 

Из (2): 2тр,1 FPN . Тогда, с учетом (5):  

 QPN1 . (6) 

Из (3), с учетом (5): 

cos))2/((sin 2тр,2 FPN . 

 ctg))2/((2 QPN . (7) 
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Из (1): 2тр,1 NF . С другой стороны, при равновесии не должно 

быть проскальзывания в точке А, поэтому 11тр,1 NfF . Отсюда: 

 112 NfN . (8) 

Подставим (6), (7) в (8): 

)(ctg))2/(( 1 QPfQP . 

tg)(2)2( 1 QPfQP . 

 )1tg2()tg1(2 11 fPfQ . (9) 

Если 0tg1 1f , то 1tg1f ,  2tg2 1f ,  011tg2 1f . 

Таким образом, в этом случае левая часть (9) неположительна при 

любом Q, а правая часть (9) положительна. Значит, при 0tg1 1f , 

то есть при сtg1f , условие (9) выполняется при любом Q.  

Если же 0tg1 1f , то и правая часть (9) должна быть положи-

тельна. Значит, при сtg1f равновесие будет, лишь если также вы-

полняется 01tg2 1f , то есть 2/)(ctg1f . Так как 0tg1 1f , 

то деля обе части (9) на )tg1( 1f , получим: 

 P
f

f
Q

)tg1(2

1tg2

1

1 . (10) 

Таким образом, (10) является необходимым (но не достаточным) ус-

ловием-неравенством для Q при  

 сtg2/)(ctg 1f .  

Значит, при 2/)(ctg1f  равновесия не будет ни при каком Q .  

Далее, при равновесии системы не должно быть проскальзывания в 

точке В, поэтому 222тр, NfF . Учтем здесь (5) и (7): 

ctg))2/((2 QPfQ . 

 ctg)2/()ctg1( 22 PffQ . (11) 

Если 0ctg1 2f , то есть tg2f , то (11) выполняется при лю-

бом Q. 

Если 0ctg1 2f , то есть  tg2f , то, деля (11) на )ctg1( 2f , 

получим еще одно необходимое условие-неравенство для Q: 
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 P
f

f
Q

)(tg2 2

2 . (12) 

Обобщаем (10) и (12). Получаем, что при сtg2/)(ctg 1f , 

tg2f  система будет в равновесии при 

Р
f

f

f

f
Q

)(tg2
,
)tg1(2

1tg2
min

2

2

1

1 . 

При условии 

 сtg1f , tg2f  (13)  

из уравнений равновесия не следует ограничений на величину Q . То 

есть при условии (13) равновесие системы возможно при любом Q . 

Так как 1сtgtg , то либо 1tg , либо 1сtg , либо 

1сtgtg . Если 1tg , то с учетом 12f  второе условие в (13) 

не может реализоваться. Если 1сtg , то с учетом 11f  первое ус-

ловие в (13) не может реализоваться.  

Если же 1сtgtg , то есть 4/ , то в силу 11f , 12f  ус-

ловие (13) выполняется, лишь если 121 ff . 

 

Ответ. 1). При 2/)(ctg1f  равновесия нет ни при каком Q . 

При сtg2/)(ctg 1f , tg2f  равновесие при

 Р
f

f

f

f
Q

)(tg2
,
)tg1(2

1tg2
min

2

2

1

1 .    2). 121 ff , 4/ . 

 
Решение задачи К1.  

Проекции ускорения точки М на оси коорди-

нат:  

b
dt

d
а x
x

v
,   )12( tc

dt

d
а

y

y

v
. 

При 1t :  bxv ,  0yv ;  bаx , cаy . 

Вектор v  параллелен оси x, величина скорости 

y 

v 

х 

М a 

a n 
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Рис.  3 
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равна bv . Нормальное ускорение nа  – составляющая ускорения, 

перпендикулярная v . Поэтому cаа yn . (На рис. 3 рассмотрен 

случай 0,cb ). Радиус кривизны траектории точки М при 1t : 

c

b

an

22v
. 

Замечание. Найти nа  можно также по формуле:  
v

vava
а

xyyx

n . 

Ответ.  
c

b2
.     

 

Решение задачи K2. 

1 способ. Будем считать без ограничения общности, что вращение 

ползунов вокруг точки О и вращение АD относительно АВ оба проис-

ходят против часовой стрелки. В силу OBOAAB  угол 
oDOA 30 , lOD 3 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1). Рассмотрим плоскопараллельное движение звена АВ (рис. 4). 

Его угловая скорость складывается из двух составляющих: 

lll

vA
ABADABAD

vv 2
/ . 
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По теореме о сложении скоростей при плоскопараллельном дви-

жении: ADAD vvv / , где v2/ ADAD ADv . Проецируем теорему 

на указанные оси координат x, y: 

vvv 25.0260cos/,
o

ADAxD vvv ,    

vv 32/3260sin/,
o

ADyD vv . 

v72
,

2
, yDxDD vvv . 

2). Так как АВCD – ромб, то его диагонали AC и BD во время дви-

жения взаимно перпендикулярны (рис. 5). Обозначим центр масс ром-

ба через Е. Так как oAEB 90 в любой момент, то АВ является диа-

метром окружности, по которой Е вращается вокруг L, середины АВ, 

при своем движении относительно АВ. Радиус этой окружности:  

2/2/ lADEL . При этом 
l

ADEL

v2
. При плоскопараллель-

ном движении EL : n
LE

n
LLELE aaaaa // , где 

ll
lOLa AB

n
L

22

2

2

3

2

3 vv
, 

ll

l
ELa AD

n
LE

22

2
/

22

2

vv
. 

Так как угол между La  и LEa /  равен o30 , то по теореме косинусов 

получаем: 

ll
a o
E

22
2

2

2

31
150cos2

2

3
22

2

3 vv
. 

 

2 способ. Возможно иначе определить Ea  в рамках рассмотрения 

плоскопараллельного движения (рис. 5).  

В любой момент центр масс ромба Е находится посередине между 

точками В и D. Поэтому 
2

DВ
E

rr
r . Дважды продифференцируем по 
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времени: 
2

DB
E

aa
a . Здесь, в силу constAB , будет n

BB aa , где 

l
anB

2v
.  При плоскопараллельном движении AD, с учетом 

constAD , будет: n
AD

n
AADAD aaaaa // , где 

l
anA

2v
,  

l
ADa AD

n
AD

2
2

/

4v
. В итоге получаем: 

)aaa(a n
D/A

n
A

n
BE

2

1
. 

Учтем, что n
Ba  и n

ADa /  сонаправлены, угол между их векторной 

суммой и вектором n
Aa  равен o60 . 

l
aa n

AD
n
B

2

/

5v
. Тогда по теореме 

косинусов: 

ll
a o
E

22
2

2

31
120cos51251

2

1 vv
. 

 

3 способ. 1). Рассмотрим cложное 

движение точки D, при котором под-

вижная система координат связана с 

АВ и вращается вокруг О с перенос-

ной угловой скоростью 
ll

vA
e

v
 

(рис. 6). Тогда относительное движе-

ние D связано с вращением АD отно-

сительно АВ с относительной угловой 

скоростью 
l

r

v
. Определим 

переносную и относительную скоро-

сти точки D: 

v3ee ODv ,   vlADv rr . 
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По теореме о сложении скоростей при сложном движении точки: 

rea vvv . Проецируем теорему на оси x, y : 

v
2

33
30соs,

o
reхa vvv ,   v

2

1
30sin,

o
rya vv . 

v722
rea vvv . 

2). По теореме Кориолиса абсолютное ускорение центра масс ром-

ба Е: сrea аааа . (Этот способ менее удобен по сравнению с 1-м 

способом в силу дополнительных тригонометрических вычислений.) 

Переносное ускорение точки Е, в силу conste , равно n
ee аа , 

2
e

n
e OEа . Определим OE по теореме косинусов из треугольника 

OED:  lllllOE o

2

7
30cos5.032)5.0()3( 22

. Острый угол 

между n
eа  и осью y найдем по теореме синусов: 

OEDE

o30sinsin
, отку-

да 
72

1
sin . Тогда 

72

33
cos . 

Относительное ускорение точки Е равно относительному ускоре-

нию середины К звена AD в силу того, что относительное движение 

КЕ является поступательным: rКr аа , , где 
l

AKaа r
n
rКrК

2

2
2

,,

v
.  

Относительная скорость точки Е: 
l

AKvv rrКrE
2

,,

v
. Ускоре-

ние Кориолиса точки Е по направлению совпадает с rа , а по величине 

равно: 
l

vа rEес

2

,2
v

. Проецируем теорему на оси x, y: 

llll
lаааа o

сrexa

222

2

2

,
2

1

272

1

2

7
60cos)(sin

vvvv
. 

o
сreya аааа 60sin)(cos,  
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llll
l

2

33

2

3

272

33

2

7 222

2

2 vvvv . 

l
аааа yaxaaЕ

2
2
,

2
,

2

31 v
. 

Ответ.  v7Dv .  
l

aE

2

2

31 v
. 

 

Решение задачи Д1. Вначале установим 

условие того, что точка М не отрывается от 

плоскости. В этом случае ускорение Ma  

направлено вдоль горизонтали (рис. 7). 

Движение точки М  рассмотрим как сложное 

движение. Относительное движение проис-

ходит вдоль ВМ с ускорением ra , aar . 

Переносное движение связано с вращением 

М вокруг В с ускорением n
eee aaa . Здесь 

BMae , 02
BMBMane , так как систе-

ма в покое. 02 rBMкор va . Тогда reM aaa . Проецируем на 

прямую ВМ: rM aa sin , откуда  

 
sin

a
aM . (1) 

На точку М помимо сил NG ,  действует сила натяжения нити T . 

Дифференциальные уравнения движения точки М вдоль x и y: 

 sinTmaM . (2) 

 cos0 TGN . (3) 

Из (2), с учетом (1): 
2sinsin

mama
T M . Тогда из (3):  

 
2sin

cos
cos

ma
mgTGN . (4) 

Условие неотрыва точки М от плоскости: 0N . Тогда из (4): 

a 

M 

А 

α 
T 

Рис. 7 
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0
sin

cos
2

ma
mg . 

ga
cos

sin2
. 

В противном случае, а именно при ga
cos

sin2
, точка М оторвется 

от плоскости.  

Замечание. Соотношение (1) можно найти также аналитическим 

способом. Введем обозначения: высота выступа consthOB , длина 

наклонного участка нити sBM . Так как 0Mx , то расстояние 

MxOM . Запишем уравнение геометрической связи между этими 

величинами и дважды продифференцируем по времени:  
222 shxM . 

ssxx MM
 22 . 

 22 sssxxx MMM
 . (5) 

Здесь MxM ax . Далее, constsABAM . Дважды дифференци-

руя, получим: 0sa . Отсюда as . Это ускорение, с которым 

убывает длина наклонного участка нити.  Так как в данный момент 

система находится в покое, то 0sxM  . Тогда из (5): 

)( asaOM Mx . 

sin

a
a

OM

s
aMx , 

что совпадает с (1). 

Ответ.   ga
cos

sin2
. 

 

Решение задачи Д2.  

Рассмотрим равновесие, например, левого рычага колодочного 

тормоза. Со стороны вала на колодку действуют силы нормальной 

реакции 1N  и трения 1тр,F . При проскальзывании между колодкой и 

валом: 11тр, fNF . Допустим, ротор вращается против часовой стрел-
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ки. Это определяет направление 

1тр,F  (рис. 8). Достаточно запи-

сать лишь одно уравнение рав-

новесия рычага – уравнение 

моментов относительно шар-

нирной опоры рычага 1O . Из 

рисунка в условии следует, что 

линия действия  1тр,F  проходит 

через 1O . 

0)( 111
lNLFFM k

k
O , 

откуда F
l

L
N1 ,  F

l

L
F f1тр, . В силу симметрии,  1тр,2тр, FF . 

Со стороны колодок на вал действуют силы /
1N , /

1тр,F , /
2N , /

2тр,F ,   

направления которых определяются третьим законом Ньютона. Диф-

ференциальное уравнение вращение вала относительно оси О (рис. 9):   

rFrF
dt

d
J 2тр,1тр, , 

l

LrfF2

dt

d
J , 

T

dtdJ
0

0 2

0
l

LrfF
, 

TJ
l

LrfF2
0 , 

FfLr2

0lJT . 

Ответ.  
FfLr

lJ
T

2

0 . 
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Решение задачи Д3.  

1 способ. Мгновенный центр скоростей 

кольца при его плоском движении нахо-

дится в точке Р (рис. 10). Угловая ско-

рость кольца: rv /2 , где r – радиус 

кольца. 222 vrvA , vvA , откуда 

2/2 vv . 

Запишем теорему об изменении кине-

тической энергии механической системы: 

k

e
kATT 0 . Здесь кинетические энер-

гии вначале и при произвольном переме-

щении системы 0T  и T :  

00T ,  
2

2

1

mv
T ,   

2mrCzJ ,2 , 22
2

2
,2

2
2

2
4

1

22
mvmv

Jmv
T

Cz
. 

 2
21
4

3
mvTTT . (1) 

Интегрируя по времени 2/12 vv , получим аналогичное соотно-

шение для перемещений центра кольца 2 и точки 1: 2/2 ss . Сумма 

работ внешних сил (с учетом силы сопротивления R ): 

RGG
k

e
k AAAA

21
, где  

 mgsAG1 ,   mgsmgsmgHA o
G

4

1
30sin222

, (2)  

 dsvdsvRRA
ss

R

0

2

0

),cos( . (3) 

В случае 1, при 0R , учитывая (1), (2) в теореме, сразу придем к 

ответу: 

mgsmv
4

3

4

3 2 . 

gsv . 

В более общем случае 2, учитывая (1), (2), (3) в теореме, получим: 

С  

2 

30
о 

А 

vA 

Рис. 10 

v2 

v 

G2 

G1 

P R 
1 
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 dsvmgmgsmv
s

0

22

4

3

4

3

4

3
.  

 dsvsgv
s

0

22
.  (4) 

Интеграл dsv
s

0

2  вычислить явно нельзя, так как неизвестна зави-

симость )(svv . Поэтому продифференцируем (4) по s и затем разде-

лим переменные v и s: 

 )1(2 2vg
ds

dv
v . (5)   

gds
v

vd
2

2

1

)(
. 

Сделаем замену переменной 2vy  и проинтегрируем: 

gds
y

dy

1
. 

sy

dsg
y

dy

00 )/1(

1
. 

gs
y

)/1(

)/1(
ln . 

gsey1 . 

Подставляя сюда 2vy , получим ответ на второй вопрос задачи: 

 )1(
1 gsev . (6) 

2 способ. Запишем ДУ движения тел 1 и 2 по отдельности, введя 

силу натяжения нити T  (рис. 11). Для точки 1: 
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 RTGma 1 . (7) 

Для кольца 2 при его плоском движении: 

 тр
o FTGma 30sin22 , (8) 

 rFTrJ трzCz,2 . (9) 

где 
22

2
2

a

dt

dv

dt

dv
a ,  z ,   

r

a

r

a

2

2 . 

В системе (7), (8), (9) последователь-

но выражаем и исключаем из числа не-

известных силы трFT , . При этом можно 

получить из (9): 
2

ma
TFтр ,  затем из 

(8): 
42

mgma
T . Подставляя в (7), по-

лучаем одно уравнение: 

)1(2 2vga . 

С учетом 
ds

dv
v

dt

dv
a , приходим к (5). Далее решение как в 1-м 

способе приводит ко второму ответу (6). 

Ответ.  1) gsv ,    2) )1(
1 gsev . 

 

Решение задачи Д4.  

Обозначим через М и 2С  пулю и центр 

тяжести пистолета (без учета пули), соот-

ветственно, а их скорости после выстрела 

через 1v , 2v  (рис. 12). Так как внешних 

С  

2 

1 

30
о 

Рис. 11 

a 

G2 

G1 

Fтр 

R 

T 

N 

a2 

T 

ε 

Рис. 12 

М 

d 

v2 

ω 

С2 

С 

v1 

x 

O 
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сил в горизонтальной плоскости нет, то 1v , 2v  постоянны по закону 

сохранения количества движения, записанному для каждого из этих 

тел. По той же причине угловая скорость пистолета после выстрела ω 

постоянна по закону сохранения кинетического момента относитель-

но центра масс пистолета.  

Запишем закон сохранения количества движения для всей системы 

в проекции на ось x, вдоль которой движется пуля: xx QQ 01 . Так как 

система вначале была в покое, то 00xQ . Во время движения: 

211 MvmvQ x . Отсюда получаем соотношение между скоростями:  

 21 v
m

M
v . (1) 

Перемещение 2С  при его равномерном движении к моменту t :  

2vl . Угол поворота пистолета при его равномерном вращении к 

моменту t :  2 . Отсюда 

 
l

v2 ,  
2

. (2) 

Из (1), (2): 

 
m

Ml

m

Ml
v

2
1 . (3) 

Обозначим через O точку, в которой находилась точка 2С  до вы-

стрела. Запишем закон сохранения кинетического момента системы 

относительно неподвижной вертикальной оси z, проходящей через 

точки O: zz KK 0 . Здесь 00zK , zzz KKK 21 .  

По условию длина ствола револьвера пренебрежимо мала по срав-

нению с перемещением пули l (при котором пистолет повернулся на 

конечный угол 2π). Поэтому за малое время t , за которое пуля дос-

тигает конца ствола, угол поворота пистолета  пренебрежимо мал. 

Значит, можно приближенно считать, что траектория точки М при 

0t  является прямой линией. (Без условия малости длины ствола 

движение точки М надо было бы рассматривать как сложное, по заги-

бающейся спиральной траектории.) С другой стороны, центр масс 

всей системы С со временем остается на месте. Поэтому отношение 
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2CC

CM
 является постоянной величиной. Кроме того, точка С все время 

принадлежит отрезку MC2 . Отсюда из геометрических соображений 

следует, что траекторию точки 2С  также можно считать прямой при 

0t . Поэтому получаем с пренебрежимо малой погрешностью, что 

линия действия вектора 2vM  проходит через точку O. 

Кинетический момент при плоскопараллельном движении писто-

лета: JMvKvMMK zCzz 0)( 2,222 2
, где  J – момент инерции 

пистолета относительно оси zС2 . (Пистолет считаем твердым телом, 

так как по условию массой подвижной части спускового механизма 

пренебрегаем.) Для пули: dmvK z 11 . Учитываем это в законе со-

хранения кинетического момента 

01 Jdmv , 
откуда выражаем с последующей подстановкой (3): 

 
2

1 lMddmv
J . (4) 

Теорема об изменении кинетической энергии системы: iATT 0 , 

где 00T , iA  – искомая работа внутренних сил (спускового меха-

низма и пороховых газов) системы, а кинетическая энергия системы в 

момент τ  равна с учетом (2), (3), (4): 
22222

2
2
1

21

2

2222222

MdllM

m

MlmJMvmv
TTT  

 )2)((
222 222

2

2

22

mdlmM
m

MllMdMl

m

lM
. (5) 

Тогда TAi  по формуле (5). 

Замечание. К (4) можно прийти более длинным путем, записав за-

кон сохранения кинетического момента относительно оси z, проходя-

щей через центр масс всей системы С. При этом надо ввести расстоя-

ния 1d  и 2d  от точки С до линий действия векторов 1vm  и 2vM .  За-

кон сохранения тогда имеет вид: 
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02211 JdMvdmv . 

Учтя здесь d
mM

M
d1 ,  d

mM

m
d2 , а также (2), (3) после алгеб-

раических преобразований получим (4). 

Ответ.  )2(
2 2

Mldmlm
m

Ml
Ai

. 


