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«Прикладная механика» - учебная дисциплина, изучающая основ-
ные методы расчетов элементов конструкций машин, приборов и ап-
паратов с целью обеспечения их надежной работы. Для выполнения 
таких расчетов необходимо уметь анализировать возникающие в кон-
струкциях силы, виды механического движения, формулировать усло-
вия прочности и долговечности.  

В учебном пособии представлены основные сведения, необходи-
мые для изучения теории расчетов и решения контрольных задач по 
двум разделам дисциплины: теоретической механике и сопротив-
лению материалов. 

1  ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 

Теоретическая механика – это наука о механическом движении и 
механическом взаимодействии материальных тел.  

Теоретическая механика делится на три составные части: статика, 
кинематика, динамика. 

1.1  Статика 

Основные понятия и определения 

Статика – раздел теоретической механики, в котором излагается 
общее учение о силах и изучаются условия равновесия материальных 
тел, находящихся под действием сил. Основными задачами статики 
являются: 1) приведение данной системы сил к простейшему виду;    
2) определение условий равновесия систем сил, действующих на 
твердое тело.  

В зависимости от постановки задачи тело рассматривается с учетом 
или без учета его размеров. В последнем случае тело представляют в 
виде материальной точки, которая обладает массой и способностью 
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взаимодействовать с другими телами. Тело, которому из данного по-
ложения можно сообщить любое перемещение в пространстве, назы-
вается свободным. В противном случае оно является несвободным. 
Абсолютно твердым называют тело, в котором расстояние между 
двумя любыми его точками остается неизменным. В природе, безус-
ловно, таких тел нет, поскольку при действии сил они изменяют свою 
форму. Однако, например, при составлении условий равновесия дан-
ная гипотеза не вносит существенной погрешности. 

Сила – является количественной мерой ме-
ханического взаимодействия материальных 
тел. Сила – величина векторная и определяется 
числовым значением (модулем), направлени-
ем и точкой приложения. Условимся в даль-
нейшем все векторы обозначать буквой с чер-
той над нею. 

За единицу силы в системе СИ принимается Ньютон (Н). Сила, ве-
личиной 1 Н, приложенная к покоящемуся телу массой 1 кг, вызывает 
движение тела с ускорением 1 м/с2. 

Линия, по которой направлена сила, называется линией действия 
силы (рис. 1.1). 

Совокупность нескольких сил, действующих на данное тело или 
систему тел, называется системой сил. Если линии действия всех сил 
лежат в одной плоскости, то такая система сил называется плоской, а 
если линии действия сил не лежат в одной плоскости, – пространст-
венной. Силы, линии действия которых пересекаются в одной точке, 
называются сходящимися, а силы, линии действия которых парал-
лельны друг другу, – параллельными. 

Твердое тело может находиться в состоянии покоя или некоторого 
движения. Каждое из этих состояний условимся называть кинемати-

F
 

линия действия 
силы 

Рис. 1.1 
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ческим состоянием тела. Если две системы сил  nFFF ,...,, 21  и 

 mPPP ,...,, 21  вызывают у одного и того же свободного тела одинако-

вое кинематическое состояние, то такие две системы сил называются 

эквивалентными:  nFFF ,...,, 21   mPPP ,...,, 21 . Если система сил 

 nFFF ,...,, 21 R , то сила R  называется равнодействующей данной 

системы сил. Систему сил называют уравновешенной, если она, буду-
чи приложенной к покоящемуся телу, не изменяет его состояния по-
коя. Уравновешенная система сил эквивалентна нулю:  
 nFFF ,...,, 21 0. 

Сила, действующая на тело по малой площадке, называется сосре-
доточенной (условно считают – приложена в точке). 

Силы, действующие на части объема, поверхности или линии, на-
зываются распределенными. Распределенные силы характеризуются 
интенсивностью q , т.е. значением силы, приходящейся на единицу 

объема (в случае объемных сил), на единицу площади (в случае по-
верхностных сил), на единицу длины (в случае действия сил по ли-
нии).  

Например, если на брус длиной l 10 м 
действует равномерно распределенная сила 
интенсивности q 0,2 кН/м  (рис. 1.2), то ве-

личина равнодействующей силы будет равна  
 qlQ 0,2 кН/м · 10м = 2 кН. 

Аксиомы статики 

Первая аксиома. Система двух равных по величине, но противо-
положно направленных сил, приложенных к одному телу, и дейст-
вующих по одной прямой, эквивалентна нулю. Это утверждение 

q 

l/2 

Q
l/2 

Рис. 1.2 
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можно записать следующим образом: 21 FF  , 21 FF  ,  ),( 21 FF  0.  

Тело находится в равновесии (рис. 1.3). 

Вторая аксиома. Механическое состояние тела не изменится, 
если к системе сил добавить или изъять из нее систему сил, эквива-
лентную нулю. Суть аксиомы в том что, если к телу приложена систе-
ма сил ),...,,( 21 nFFF  и имеется уравновешенная система сил 

),...,,( 21 mPPP 0, то  ),...,,( 21 nFFF  ),...,,,,...,,( 2121 mn PPPFFF . 

Следствие аксиом 1 и 2. Не нарушая состояния абсолютно твер-
дого тела, силу можно переносить вдоль линии ее действия в лю-
бую точку. 

Доказательство. Пусть сила F  приложена в точке А твердого тела 
(рис. 1.4). Приложим уравновешенную систему сил ( 1F  и 2F ) в точке 

В, лежащей на линии действия силы F , причем 21 FFF  . Очевид-

но, что силы F  и 2F  составляют уравновешенную систему сил и ее 

можно изъять. Тогда F   ),,( 21 FFF   1F . Таким образом, силу мож-

но перемещать по линии ее действия, т.е. она есть вектор скользя-
щий. 

Третья аксиома. При всяком действии одного тела на другое 
имеет место такое же численно, но противоположное по направ-

2F

1F
А 

В 

Рис. 1.3 

А 

В 

F  F  

1F
2F

А 

В 

А 

1F

Рис. 1.4 

B 



 

7 
 

лению противодействие. Эту аксиому в динамике называют треть-
им законом Ньютона о равенстве действия и противодействия. 

Допустим тело S (рис. 1.5) оказывает давление в точке А на тело Q 

силой P . В свою очередь тело Q действует на тело S в точке А силой

N . В соответствие с аксиомой силы равны по 
модулю NP  , но противоположны по направ-

лению: PN  . 

В данном случае силы приложены к разным 
телам, поэтому здесь нельзя применять первую 
аксиому статики. 

Силы взаимодействия двух тел направлены по одной линии дейст-
вия и могут зависеть от расстояния между ними. Так, например, лю-
бая пара молекулы неона находится в постоянном взаимодействии. 
Если расстояние между ними 2,5Å (1Å=10–10 м), то возникают силы от-
талкивания. На расстоянии 3,5Å действуют 
уже силы притяжения, а на расстоянии 5Å 
силы взаимодействия практически равны 
нулю. 

Четвертая аксиома. Система двух сил 

),( 21 FF , приложенных в одной точке 

твердого тела, всегда имеет равнодействующую силу R  (рис. 1.6). 
Эта равнодействующая равна векторной сумме 1F  и 2F :   21 FFR  . 

Все три силы находятся в одной плоскости. Величину равнодействую-
щей можно вычислить по теореме косинусов или найти как модуль 
диагонали параллелограмма: 

 cos2cos2 21
2

2
2

121
2

2
2

1 FFFFFFFFR . 

2F

1F

R  

Рис. 1.6 

α β  

n 

Q N
 

P
 

 

Рис. 1.5 

А 

S 
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Данная аксиома допускает и обратное ут-
верждение: силу можно разложить на две 
силы. Чаще всего силу F  раскладывают на 
две взаимно перпендикулярные состав-
ляющие (рис. 1.7): горизонтальную xF  и 

вертикальную yF . Диагональ АС прямо-

угольника АВСD является равнодействующей F , а стороны АВ и АD – 
искомыми составляющими. Их модули  cosFFx ,  αsinFFy  . 

Проекция силы на ось 

Проекция силы на ось равна произведению модуля силы на косинус 
угла между  положительным направлением оси и силы: 

),cos(


 FxFFx ,        ),cos(


 FyFFy . 

Проекция силы на ось является алгебраической величиной. Если 
угол между положительным направлением оси и вектором силы за-
ключен в пределах от 0° до 90°, либо от 270° до 360°, то проекция си-
лы на ось положительна. Если он лежит в пределах от 90° до 270°, то 
проекция силы на ось отрицательна. Если сила перпендикулярна оси, 
то ее проекция на эту ось равна нулю. Например, для сил, изобра-
женных на рис. 1.8, проекциями сил на оси х, у  будут: 

               βsinαcos 111 FFF x  ,            βcosαsin 111 FFF y  , 

               βcosαcos 222 FFF x  ,       βsinαsin 222 FFF y  , 

               βcosαcos 333 FFF x  ,       βsinαsin 333 FFF y  , 

               04 xF ,                                       44 FF y  . 

А В 

С D 
αyF

xF

y 

O x 

Рис. 1.7 

F  
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Сложение сходящихся сил. Равновесие сходящихся 
сил 

Изложим на примере четырех сходящихся сил, приложенных в 
точке O  (рис.1.9), два способа сложения сил: векторный и аналитиче-
ский.  

При векторном способе сложения сходящихся сил (его называют 

также геометрическим способом) равнодействующая R  системы сил 
приложена в той же точке О и является замыкающей стороной сило-
вого многоугольника, построенного на слагаемых силах  (рис.1.10):  

CDBCABOAOD   или 4321 FFFFR  . 

При построении силового многоугольника надо к концу первого 
слагаемого вектора 1F  присоединить параллельно перенесенный 

вектор 2F , затем присоединить к концу вектора 2F  параллельно пе-

О 

A 
B 

D 

C 

1F
2F

3F
4F

a c d b o 
Рис. 1.10 

R  

О 

1F

2F
3F 4F

Рис. 1.9 

1F

xF1

yF1  

у 

х О 
А 

β 
α 

у у у 

О О О х х х xF3  xF2  

yF4  yF3yF2  4F

3F

2F
β 

α 

α 

β 
В 

С 
D 

а) г) в) б) 
Рис. 1.8 
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ренесенный вектор 3F  и т.д. Векторный способ сложения сходящихся 

векторов является простым и наглядным. Однако точность определе-

ния равнодействующей силы R  зависит от точности построения си-
лового многоугольника. 

На практике чаще применяют аналитический способ сложения 
сходящихся сил, который называют способом проекций. Спроектиру-
ем силы 4321 ,,, FFFF  на горизонтальную ось и алгебраически сложим 

их проекции (рис.1.10):  

cdbcaboaod  . 

Проекцией равнодействующей R  сходящихся сил 4321 ,,, FFFF  на 

горизонтальную ось будет отрезок  od. 

Обобщая эти способы сложения сходящихся сил для плоской сис-
темы n сил, и обозначив проекции равнодействующей на оси коорди-
нат через yx RR , , можно написать равенства в векторном виде и в 

проекциях на оси координат: 





n

k
kFR

1
,               




n

k
kxx FR

1
,     




n

k
kyy FR

1
.           (1.1) 

Модуль равнодействующей определим через ее проекции на ко-

ординатные оси:  22
yx RRR  . Направление равнодействующей 

определяется через ее направляющие косинусы: 

RRRx x /),cos( 


,     RRRy y /),cos( 


. 

В случае равновесия системы сходящихся сил равнодействующая 

0R . Ее модуль 022  yx RRR , следовательно 
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0xR ,      0yR .                                      (1.2) 

Учитывая равенства (1.1) и (1.2), получим уравнения равновесия 
плоской системы сходящихся сил: 

0
1




n

k
kxF ,               0

1




n

k
kyF .                       (1.3) 

Таким образом, для равновесия системы сходящихся сил необхо-
димо и достаточно, чтобы равнялись нулю суммы проекций всех сил 
на оси координат. 

Момент силы относительно центра 

Точку, относительно которой берется момент, называют центром 
момента, а момент силы относительно этой точки – моментом отно-
сительно центра. 

Пусть на тело в точке А действует сила F  (рис. 1.11). Из некоторого 

центра О проведем радиус-вектор OAr  . Моментом силы F  от-
носительно центра O  называется вектор, равный векторному 
произведению радиус-вектора r , проведенного из центра O  в точ-

ку ,A  где приложена сила, на вектор силы F : 

FrFmo )( .                                        (1.4) 

Из определения векторного произведения 
следует, что вектор )(Fmo направлен перпен-

дикулярно плоскости ΔОАВ, образованной век-

торами r  и F , в ту сторону, откуда мы видим 

силу F , стремящуюся повернуть тело против 
хода часовой стрелки.  Модуль вектора мо- Рис. 1.11 

α 

B 
n 

F
 

A O 
h 

r
 C 

 Fm0  
 Fm0  
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мента равен 

hFFrFmo  sin)( , 

где OCrh  sin  – плечо силы F  относительно центра O , т.е. 

кратчайшее расстояние от центра O  до линии действия силы F . 

Алгебраический момент силы F  относительно точки O  есть 
взятое со знаком плюс или минус произведение модуля силы на 
кратчайшее расстояние h от точки O  до линии действия силы: 

FhFmo )( . 

Момент силы измеряется Ньютон-метрами (Н·м). Алгебраическая 
величина момента силы )(Fmo  изображается в виде дуговой стрелки 

(рис. 1.11). Момент является положительным, если сила стремит-
ся повернуть тело относительно точки О против хода часовой 
стрелки. Отметим два свойства момента силы относительно точки. 
Момент силы относительно точки не изменится, если силу как 
скользящий вектор перенести вдоль линии действия. Например, 

если точку приложения А силы F  перенести в точку С (рис. 1.11). Мо-
мент силы относительно точки равняется нулю, если точка ле-
жит на линии действия этой силы. В этом случае плечо h равно ну-
лю. 

Пара сил. Момент пары сил 

Система двух равных по модулю, параллельных и противополож-

но направленных сил F  и F  , называется парой сил (рис. 1.12). 

Плоскость, в которой находятся линии действия сил F  и F  , называ-
ется плоскостью действия пары сил. Кратчайшее расстояние ABd   
между линиями действия сил называется плечом пары сил. Пара сил 
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стремится повернуть тело в плоскости дей-
ствия сил. Алгебраический момент пары 
равен произведению модуля одной из сил 
пары на ее плечо: FdМ  . Знак момента 
пары определяется так же, как для момента 

силы. Момент пары можно представить в виде вектора М , направ-
ленного перпендикулярно плоскости действия пары сил. Момент па-
ры – вектор свободный. Свободный вектор можно переносить в про-

странстве как угодно, не меняя направление, например, вектор М  
(рис. 1.12) можно направить от точки А или  от точки B. 

Пара сил не имеет равнодействующей, однако, силы пары не урав-
новешиваются, так как они не направлены по одной прямой. 

Отметим еще одно свойство пары сил: две пары сил, имеющие 
одинаковые моменты, эквивалентны. 

Связи и их реакции 

Тело, которое может совершать любые перемещения в простран-
стве, называется свободным. Тело, перемещения которого ограниче-
ны действием других тел, называется несвободным. Все то, что огра-
ничивает перемещения данного тела в пространстве, называют свя-
зью. Такая связь называется геометрической. Если связь налагает ог-
раничение еще и на скорость тела, то такая связь называется кинема-
тической. 

Сила, способная привести покоящееся тело в движение, называет-
ся активной. Сила, препятствующая со стороны связи тем или иным 
его перемещениям, называется силой реакции (противодействия) 
связи или просто реакцией связи. 

Покажем направление реакций некоторых основных видов гео-
метрических связей. 

Рис. 1.12 

B F  
A 

d 

M  
M  F   
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Гладкая поверхность (рис. 1.13). Поверхность называется гладкой, 
если можно пренебречь силами трения между взаимодействующими 
по этой поверхности телами. Гладкая поверхность не позволяет пере-
мещаться телу А по направлению нормали к поверхностям тел в точ-
ках их касания. Поэтому реакции 321 ,,, RRRR  будут направлены по 

нормалям и приложены в точках взаимодействия. 

Гибкая нерастяжимая нить (трос, веревка, цепь) (рис. 1.14). Эта 
связь не дает телу А удаляться от точки подвеса нити, поэтому реак-

ция R  направлена вдоль нити. 

Шарнирно неподвижная опора или цилиндрический шарнир. Часто 
отдельные части конструкции соединяются друг с другом шарнирами. 
Шарниры допускают вращение одного тела относительно другого. 
Если трением в шарнире пренебречь, то он называется гладким. Кон-
структивно шарнирно неподвижную опору можно представить в виде 
неподвижного цилиндрического стержня, вставленного в цилиндри-

ческое отверстие тела А (1.15а). Реакция ВR  будет направлена по 

нормали к соприкасающимся поверхностям и приложена в точке В. 

Указать заранее направление реакции ВR  неподвижной точки В не-

возможно, поэтому обычно при решении задачи определяют состав-
ляющие ВX , ВY  этой реакции (рис. 1.15б), по которым можно опре-

Рис. 1.13 

n1 

n2 

n3 

1R  
2R

3RA 

а) б) 

A 

R  

τ 

n 

Рис. 1.14 

А 

R  
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делить величину и направление реакции: 22
ВВВ YXR  , 

BB RX /cos  . 

Шарнирно подвижная опора (рис. 1.16). Такая опора может сво-
бодно перемещаться параллельно плоскости вдоль касательной  . 
Подобно гладкой поверхности реакция АR  шарнирно подвижной 

опоры направлена перпендикулярно плоскости по нормали  n. 

Невесомый стержень (рис. 1.17). На практике часто встречаются 
случаи, когда тела соединяются между собой при помощи невесомых 
стержней с шарнирами на концах. В этих случаях реакции 21 , RR  на-

правлены вдоль прямой, соединяющей концы стержней (АВ и СD). 

Заделка (рис. 1.18) – совокупность связей, обеспечивающих непод-
вижность и отсутствие поворота защемленного тела в точке А. Реак-

Рис. 1.17 
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Рис.1.16 Рис. 1.18 
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Рис. 1.15 
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циями заделки являются силы АX , АY  и момент реактивной пары сил 

AM . 

Приведенные выше связи являются идеальными. Силы реакций 
идеальных связей полностью ограничивают перемещения точек тел в 
соответствующих направлениях. Примером неидеальной связи явля-
ется шероховатая поверхность, для которой перемещения точек тела 
в направлении линии действия силы трения скольжения, возможны. 

Трение скольжения 

Опыты показывают, что при смещении одного тела по поверхности 
другого в плоскости соприкосновения тел возникает сила сопротивле-
ния их относительному скольжению, называемая силой трения 
скольжения. В одних случаях наличие силы трения скольжения явля-
ется необходимым, например, при движении автомобиля по скольз-
кой дороге, а в других случаях – нежелательным, например, трение 
между деталями механизмов. Сила трения является переменной ве-
личиной. Например, чтобы сдвинуть с места покоящееся на горизон-
тальной шероховатой плоскости тело, приложим к нему горизонталь-
ную активную силу. Если эта сила мала, то тело будет находиться в 
покое: сила трения уравновешивает активную силу. При увеличении 
активной силы будет также возрастать сила трения.  В момент начала 
движения сила трения достигнет предельного значения. По закону 
Кулона предельная сила трения численно равна произведению ко-
эффициента трения на нормальную реакцию: 

NfFтр  . 

Сила трения всегда направлена в сторону, противоположную воз-
можному относительному движению тела. 
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Коэффициент трения f – величина безразмерная. Он определяется 
опытным путем и зависит от материала соприкасающихся тел и со-
стояния поверхностей (характер обработки, температура, влажность и 
т.п.). 

Приведение произвольной системы сил к данному 
центру 

Лемма Пуансо. Действие силы F  на абсолютно твердое тело 
не изменится, если эту силу перенести параллельно в любую точку 
тела, добавляя при этом момент пары, равный моменту перено-
симой силы относительно точки, куда сила переносится. 

Пусть сила F  приложена в точке А абсолютно твердого тела (рис. 

1.19,а). Выберем точку В, не лежащую на линии действия силы F . 
Приложим в точке В уравновешенную систему сил ),( 21 FF , полагая 

FF 1 , 12 FF  , с одинаковыми модулями 21 FFF   (рис.1.19,б). 

Согласно второй аксиоме статики кинематическое состояние тела не 

изменилось. Но силы F и 2F  представляют собой пару сил с момен-
том hFBCFM  . Момент пары можно представить в виде век-

тора M , направленного перпендикулярно плоскости действия сил 

пары. Так как силы F и 1F  одинаковы, то окончательно имеем силу 

А В 

F F

1F  

2F

А 

Рис. 1.19 

В 
C h 

В 
А 

FF 1  

M  
M  

а) б) в) 
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F , приложенную в точке В и пару сил с моментом M  (рис.1.19,в). 
Лемма доказана. 

Основная теорема статики. Любую систему сил, приложенных 

к абсолютно твердому телу, можно заменить одной силой R , рав-
ной главному вектору, и одной парой сил с моментом oM , равным 

главному моменту исходной системы сил относительно центра О. 

Пусть на абсолютно твердое тело действует произвольная система 
сил (рис. 1.20). Выберем произвольную точку О, которую назовем 
центром приведения. Перенесем параллельно силы ),...,,( 21 nFFF  в 

этот центр.  

Согласно лемме Пуансо, получим систему сходящихся в центре О 
сил ),...,,( 21 nFFF  и систему пар сил ),...,,( 21 nMMM , моменты кото-

рых равны моментам исходных сил относительно центра О: 

)( kok FmМ  . Векторную сумму перенесенных в центр О сил назовем 

главным вектором 





n

k
kFR

1
. 

Векторную сумму системы присоединенных пар сил назовем глав-
ным моментом 

Рис. 1.20 
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



n

k
koo FmM

1
)( . 

Таким образом, действие на тело произвольной системы сил экви-
валентно заменяется действием главного вектора и главного момен-
та:   ),...,,( 21 nFFF  ~ ),( oMR . 

Заметим, что выбор центра приведения не отражается на модуле и 

направлении главного вектора R , но влияет на модуль и направле-
ние главного момента oM . 

Уравнения равновесия системы сил 

Если твердое тело находится в равновесии при действии произ-
вольной пространственной системы сил, то главный вектор и 
главный момент этой системы сил обращаются в ноль: 

0
1

 


n

k
kFR ,     0)(

1
 



n

k
koo FmM . 

Для равновесия тела эти условия являются необходимыми и доста-
точными. Если главный вектор  и главный момент равны нулю, то  
равны нулю также их модули: 

0222  zyx RRRR ,     0222  zyxo MMMM . 

Отсюда следует: 

0
1




n

k
kхx FR ,     0

1




n

k
kуy FR ,     0

1



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k
kzz FR , 





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k
kxx FmM

1
0)( ,     




n

k
kyy FmM

1
0)( ,     




n

k
kzz FmM

1
0)( .   (1.5) 
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Уравнения (1.5) называются уравнениями равновесия произволь-
ной пространственной системы сил. Таким образом, при равнове-
сии произвольной пространственной системы сил можно составить 
шесть независимых уравнений. Произвольная система сил может со-
держать  также пары сил. Любая пара сил не приводится к равнодей-
ствующей и, следовательно, не имеет проекций на координатные оси. 
Поэтому пары сил входят только в уравнения моментов сил относи-
тельно осей. Так, например, если линии действия сил пары располо-
жены в плоскости Оху или ей параллельной, то момент этой пары 
должен учитываться в последнем уравнении системы (1.5). 

Рассмотрим частные случаи равновесия системы сил. 

Уравнения равновесия плоской системы сходящихся сил (1.3) были 
получены ранее. 

Для равновесия произвольной плоской системы сил, приложенной 
к твердому телу в плоскости Oxy , необходимо и достаточно, что-

бы сумма проекций этих сил на оси x , y  и сумма моментов отно-

сительно произвольного центра O  были равны нулю: 

0
1




n

k
kxF ,           0

1




n

k
kyF ,           0)(

1




n

k
ko Fm .          (1.6) 

Уравнения (1.6) называются основными уравнениями равновесия 
произвольной плоской системы сил.  

Можно ограничится составлением одного уравнения проекций, 
например на ось у, но при этом составить два уравнения моментов 
относительно точек А и В: 
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При этом следует иметь в виду, что прямая проходящая через точ-
ки А и В не должна быть перпендикулярна оси у, иначе система (1.7) 
позволит определить только две неизвестные величины вместо трех. 

Существует еще одна форма уравнений равновесия – уравнения 
моментов относительно точек А, В и С: 

0)(
1




n

k
kA Fm ,        0)(

1
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

n

k
kB Fm ,        0)(

1
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

n

k
kC Fm .        (1.8) 

Эти три точки не должны лежать на одной прямой, так как иначе 
одно из уравнений равновесия окажется следствием двух других. 

Теорема Вариньона о моменте равнодействующей 

Для системы сил приведенной к равнодействующей, момент 
равнодействующей относительно произвольного центра равен 
сумме моментов данных сил относительно того же центра.  

Пусть сила 20F Н приложена под уг-

лом 060  в точке А с координатами 
4,0 OBxA м,  3,0 OCyA м. Требуется 

определить момент силы F  относительно 

точки O . По определению момент силы F
относительно точки O  равен FhFmo )( . 
Нахождение плеча h  связано с вычисли-

тельными трудностями. Разложим силу F  
(на рис. 1.21 она перечеркнута) на составляющие xF  и yF . 

Находим модули составляющих: 
10cos  FFx Н,   32,17sin  FFy Н. 
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По теореме Вариньона  

.мН93,3м4,0Н32,17м3,0H10

)()()(



 OBFOCFFmFmFm yxyoxoo  

Как видим нахождение момента силы относительно точки в случае, 
когда сила не параллельна какой-либо оси, проще по теореме Ва-
риньона. 

Центр тяжести твердого тела 

Если твердое тело находится вблизи земной поверхности, то к ка-
ждой материальной частице этого те-
ла приложена сила тяжести. С доста-
точной точностью можно считать, что 
силы тяжести частиц образуют систему 
параллельных сил. Разобьем одно-
родное тело на n  частиц. Сумма сил 
тяжести всех частиц равна силе тяже-

сти тела: 



n

k
k PP

1
. Координаты этих 

частиц обозначим ,,, kkk zyx  где 

nk ,...,2,1 . Точка С, в которой приложена сила тяжести тела, называ-

ется центром тяжести твердого тела (рис. 1.22). 

Получим формулы, определяющие координаты CCC zyx ,,  точки С. 

Применяя теорему Вариньона о моменте равнодействующей сил тя-
жести относительно оси у, находим 





n

k
kyy PmPm

1
)()(       или       




n

k
kkC xPPx

1
.            (1.9) 

Момент равнодействующей сил тяжести относительно оси х: 
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Рис. 1.22 
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Повернем оси х, z вместе с телом на 90о вокруг оси у и найдем мо-
мент равнодействующей сил тяжести относительно оси у: 


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k
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1
)()(       или         
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k
kkС zРzР

1
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Из равенств (1.9) – (1.11) следует, что координаты точки приложе-
ния силы тяжести тела, являющиеся координатами центра тяжести 
твердого тела, определяются формулами: 
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Вес однородной пластинки, располо-
женной в плоскости Oxy  (рис.1.23), можно 

выразить через плотность материала γ, 
площадь A  и толщину h: hAP γ . Вес k-

го элемента пластинки равен hAP kk γ .  

Координаты центра тяжести площади фи-
гуры в этом случае определяются по фор-
мулам: 
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Если твердое тело имеет ось симметрии, то центр тяжести тела на-
ходится на оси симметрии. Например, центр тяжести однородного 
шара находится в геометрическом центре шара. Центр тяжести одно-
родного прямоугольного параллелепипеда находится в точке пересе-
чения диагоналей. 
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хC 

Рис. 1.23 
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Вопросы для самоконтроля 

1. Какое тело называется абсолютно твердым? 
2. Чем определяется сила? 
3. Сформулируйте основные аксиомы статики. 
4. Как, не изменяя кинематическое состояние тела, можно перенести си-

лу? 
5. Как определяется проекция силы на ось? 
6. Как определяются величина и точка приложения равнодействующей 

равномерно распределенной силы по линии? 
7. Сформулируйте два способа сложения сходящихся сил. 
8. Можно ли силу величиной 10 Н разложить на две составляющие вели-

чиной по 100 Н? 
9. На какие составляющие чаще всего раскладывают силу? 
10. При каком условии сходящаяся система сил находится в равновесии? 
11. Как определяются знак и величина момента силы относительно точки? 
12. В каком случае момент силы относительно точки равен нулю? 
13. Какие две силы являются парой сил и чему равен момент пары сил? 
14. Имеет ли пара сил равнодействующую? 
15. Как направлен вектор момента пары сил? 
16. Какое тело называется свободным? 
17. Что называют связью? 
18. Перечислите основные типы связей, для которых линии действия ре-

акций известны. 
19. Как, не изменяя кинематическое состояние тела, можно параллельно 

перенести силу? 
20. Что называют главным вектором и главным моментом системы сил? 
21. Каковы условия и уравнения равновесия произвольной плоской сис-

темы сил ? 
22. В каких случаях рекомендуется применять теорему Вариньона? 
23. Как по закону Кулона определяется сила трения скольжения? 

1.2  Кинематика 

Кинематика точки 

В кинематике изучаются геометрические законы механического 
движения материальных тел без учета их масс и причин, вызывающих 
это движение. Изучение кинематики начинают с рассмотрения дви-
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жения точки (кинематика точки). Основная задача кинематики точки 
состоит в том, чтобы по заданному закону движения точки найти ее 
основные кинематические характеристики: траекторию, скорость и 
ускорение. Непрерывная линия, которую описывает движущаяся точ-
ка, называется траекторией точки. Если траекторией является пря-
мая линия, движение точки называется прямолинейным, а если кри-
вая – криволинейным. Движение тел совершается в пространстве с 
течением времени. За единицу длины при изменении расстояний 
принимается 1 м. За единицу времени принята 1 с. В задачах кинема-
тики время t принимают за независимое переменное (аргумент). Все 
другие переменные (расстояния, скорости, ускорения) рассматрива-
ются как функции времени t. Основы, на которых строится кинемати-
ка, дают аксиомы геометрии. Никаких дополнительных законов или 
аксиом для изучения движения тел не требуется. В зависимости от 
выбора системы отсчета существует три способа задания движения 
точки: векторный, координатный и естественный. 

Векторный способ задания движения точки. Положение точки в 
пространстве однозначно определяется заданием радиус-вектора r , 
проведенного из некоторого неподвижного центра О в данную точку 
М (рис. 1.24). Для определения движения точки нужно знать, как из-
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Рис. 1.24 
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меняется с течением времени радиус-вектор r , т.е. должна быть за-
дана вектор-функция r  аргумента t: 

(t)rr  .                                               (1.13) 

Траектория точки является геометрическим местом концов ра-
диус-вектора r  движущейся точки.  

Пусть в момент времени t точка занимает положение М, опреде-
ляемое радиус-вектором r , а в момент ttt 1  − положение 1M , 

определяемое радиус-вектором rrMMrr  11 . Отношение 

приращения радиус-вектора r  к промежутку времени t , в течение 
которого произошло это перемещение, равно вектору средней скоро-
сти движения точки по секущей 1ММ :      t / rср  . 

Предел этого отношения при 0t  является величиной вектор-
ной и называется вектором скорости точки в момент времени t: 

dt
rd

t
rlim

t






 0

.                                        (1.14) 

Таким образом, вектор скорости точки в данный момент равен 
производной от радиус-вектора точки по времени. Вектор ср  на-

правлен по секущей 1ММ  в сторону движения точки (рис. 1.24). При 

0t  точка 1M  стремится к точке М, а предельным положением 

секущей является касательная. Из этого следует, что вектор скорости 
точки    направлен по касательной к траектории в сторону дви-
жения точки. 

При неравномерном криволинейном движении точки изменяются 
модуль и направление ее скорости. Величина, характеризующая из-
менение скорости точки, называется ускорением точки. Ускорение, 
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так же как и скорость, величина векторная. Если за промежуток вре-
мени t  скорость изменилась на величину  , то отношение 

taср  / называется средним ускорением точки за промежуток 

времени t . Предел, к которому стремится вектор среднего ускоре-
ния срa , когда 0t , является вектором ускорения точки в данный 

момент времени:  
t

limа
t 




 0
.    Учитывая равенство (1.14), имеем 

2

2

dt
rd

dt
da 


 .                                        (1.15) 

Следовательно, вектор ускорения точки равен первой производ-
ной от скорости или второй производной от радиус-вектора точки 
по времени. 

Координатный способ задания движения точки. Положение точ-
ки М в системе отсчета Оxyz определяется тремя координатами точки 
х, у, z. Так как радиус-вектор точки М можно выразить через коорди-
наты 

kzjyixr  ,                                    (1.16) 

то вместо движения точки в векторной форме (1.13) можно предста-
вить параметрические уравнения движения точки в координатной 
форме: 

 tfx 1 ,             tfy 2 ,             tfz 3 .               (1.17) 

Чтобы получить уравнение траектории в координатной форме, 
надо из них исключить параметр t. Следует отметить, что в процессе 
движения точка может описывать не всю кривую, а только ее часть. 
Поэтому для определения траектории точки М необходимо задать 
пределы изменения ее координат в интервале времени движения. 
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Если этот интервал не определен, то параметр времени изменяется в 
интервале  t0 . 

Учитывая (1.14) и (1.16), получаем 

k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx

dt
rd

      или       kji zyx  . 

Здесь 

x
dt
dx

x  ,           y
dt
dy

y  ,              z
dt
dz

z   

– проекции вектора скорости на оси координат. Точку над буквой бу-
дем считать символом дифференцирования по времени. Таким обра-
зом, проекции скорости точки на координатные оси равны первым 
производным по времени от соответствующих переменных коор-
динат точки.  

Зная проекции скорости, найдем ее модуль и направление (т.е. уг-
лы α, β, γ,  которые вектор   образует с координатными осями) по 
формулам 

222
zyx  , 

 /cos x ,      /cos x ,      /cos x .          (1.18) 

Вектор ускорения точки dtda /υ . Отсюда на основании формул 
(1.15) и (1.16) получаем: 

2dt
xd

dt
d

a
2

х
х 


 ,       2dt

yd
dt

d
a

2
y

y 


 ,        2dt
zd

dt
da

2
z

z 


  

или         xa xx   ,          ya yy   ,           za zz   .             
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Проекции ускорения точки на координатные оси равны первым 
производным от проекций скорости или вторым производным от 
соответствующих координат точки по времени. Модуль и направ-
ление ускорения точки определяются по формулам 

222
zyx аааа  ,    

а
аx1cos ,    

а
а у1cos ,    

а
аz1cos , 

где 1 , 1 , 1  – углы, образуемые вектором ускорения с координат-

ными осями. 

В случае прямолинейного движения, которое задается одним 
уравнением f(t)x  , скорость и ускорение точки будут 

dtdx / ,         22 // dtxddtda  . 

Естественный способ задания движения. Этим способом удобно 
пользоваться в тех случаях, когда траектория движущейся точки из-
вестна. Пусть точка  М  движется по некоторой криволинейной траек-
тории (рис. 1.25). Выберем произвольный центр О за начало отсчета, а 
также положительное направление отсчета криволинейной коорди-
наты s. Положение точки М на траектории в любой момент времени 
можно определить, если задан закон движения точки в естествен-
ной форме, т.е. задан закон изменения координаты 

f(t)s  .                                               (1.19) 

Установим связь между естественным и координатным способами 
задания движения точки. В курсе дифференциальной геометрии до-

казано равенство 22 dzdydxds 2  , где ds  – элементарное пе-

ремещение точки вдоль дуги траектории за время dt , а dzdydx ,,  – 

проекции элементарного перемещения на оси х, у, z. Разделим обе 
части равенства на dt : 
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       222222 //// zyxdtdzdtdydtdxdtds , 

где   – алгебраическая скорость точки: 

 sdtds / .                                            (1.20) 

Первая производная по времени от криволинейной координаты 
называется алгебраической скоростью точки. 

Так как всегда 0dt , то знак υ  совпадает со знаком ds . Если 
0 , то скорость направлена в сторону положительного отсчета ко-

ординаты s, а если 0 , то – в противоположную сторону. 

Естественными осями называют подвижную прямоугольную 
систему осей, направленных по касательной, главной нормали и би-
нормали к траектории. Эти оси, называемые осями естественного 
трехгранника, направлены следующим образом: ось Мτ – по каса-
тельной к траектории в сторону положительного отсчета координаты 
s; ось Мn – по нормали к траектории, лежащей в соприкасающейся 
плоскости Мτn и направленной в сторону вогнутости траектории; ось 
Мb – перпендикулярно к первым двум так, чтобы она образовала с 
ними правую систему осей (рис. 1.26). Орты b,n,  являются ортами 
касательной τ, главной нормали n и бинормали b. Они перемещаются 
вместе с точкой  М по траектории, изменяя свои направления. 

O M 
s 

Рис. 1.25 
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Рис. 1.26 



 

31 
 

Определение ускорения при естественном способе задания дви-
жения. Вектор скорости   направлен по касательной (рис. 1.26). Под-
ставляя выражение вектора скорости в виде  s  в формулу 
(1.15), получаем 

 
dt
ds

dt
ds

dt
sd

dt
sd

dt
da 










 




.                 (1.21) 

Вектор s  направлен вдоль касательной в сторону возрастания 
координаты s при 0s . При  0s  этот вектор направлен в противо-
положную сторону. 

Величина и направление второго слагаемого (1.21) зависит от про-

изводной 
dt
d

. Так как   является вектором с постоянным модулем, 

его производная по скалярному аргументу t является вектором, пер-
пендикулярным   и равным произведению модуля   на производ-

ную угла его поворота по времени: n
dt
dn

dt
d

dt
d 







. Следователь-

но, n
ds
dn

dt
ds

ds
dn

dt
d

dt
d 










 2 . Предел отношения элемен-

тарного угла поворота касательной к длине соответствующей дуги 
кривой равен кривизне кривой k в данной точке или величине, обрат-

ной радиусу кривизны кривой ρ в данной точке: 



 1k

ds
d .  

Таким образом, вектор ускорения точки расположен в соприка-
сающейся плоскости и раскладывается на две взаимно перпендику-
лярные составляющие, одна из которых направлена по касательной к 
траектории точки, а вторая – по главной нормали к этой траектории в 
сторону вогнутости: 

nn aanaana  


2

s .                    (1.22) 
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 Составляющая ускорения в направлении бинормали равна нулю 
0ва . Вектор a  называется вектором касательного ускорения. Ал-

гебраическая величина касательного ускорения равна 

2

2

dt
sd

dt
da 


       или       sa   .                    (1.23) 

Касательное ускорение определяет изменение величины (модуля) 
скорости. Если 0a , то скорость точки увеличивается – ее движение 

ускоренное и направления векторов   и a  совпадают (рис. 1.27). 

Если 0a , то скорость точки уменьшается – движение замедленное, 

направления векторов   и a  противоположны (рис. 1.28). 

Вектор na  называется вектором нормального ускорения. Из (1.22) 

следует, что его модуль 





2

na .                                              (1.24) 

Нормальное ускорение определяет изменение направления век-
тора скорости. Нормальное ускорение может быть равным нулю в 
трех случаях: 1) точка движется по прямой   ; 2) в данный мо-

nа
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M 

Рис. 1.27 
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мент времени скорость точки равна нулю  0 ; 3) движущаяся точ-

ка находится в точке перегиба траектории   . 

По составляющим a  и na  можно определить модуль ускорения: 

2

4
22




  n
2 aaa . 

Получим еще одну формулу для определения модуля касательного 

ускорения. Из (1.18) имеем  222
xyx

2  . Производная по вре-

мени от этого выражения  zzyyxx   2222 .   Отсюда 






zzyyxx aaa
a  .                            (1.25) 

Формулой (1.25) можно воспользоваться в случае, если движение 
точки задано координатным способом. 

Частные случаи движения точки. 

а) Равномерное движение. Движение точки с постоянной алгеб-
раической скоростью называется равномерным. В этом случае 0a , 

const . Интегрируя выражение (1.20), получим Cts  , где С – 
постоянная интегрирования, определяемая из начального условия. 
Пусть при 0t   координата точки s имела значение s0. Подставляя 
эти значения ,t s в выражение для s, находим Cs  00 . Следова-

тельно,  0sC  , и закон движения точки записывается так:  

0sts  . 
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Ускорение в случае равномерного криволинейного движения точ-

ки равно нормальному ускорению  /2
naa . При прямолиней-

ном равномерном движении ускорение равно нулю, т.к. 0/1  . 

б) Равнопеременное движение. Движение точки с постоянным по 
модулю касательным ускорением называется равнопеременным. 
Найдем закон изменения скорости и закон движения точки. Пусть при 

0t  начальная скорость 0)0(   и начальная координата 0)0( ss  . 

Так как consta  , то согласно (1.23)  adtd / . Интегрируя, полу-

чим 1Cta   . В свою очередь dtds / ,  и поэтому, с учетом вы-

ражения для  , после интегрирования 21
25,0 СtCtas   . Посто-

янные интегрирования найдем из начальных условий. Для момента 
времени 0t  

10 0 Ca   ,     21
2

0 005,0 CCas   . 

Следовательно, 0C 1 , 02 sC   и выражения для   и s записы-

ваются следующим образом: 

0 ta ,          00
25,0 sttas   00

25,0 sttas  υτ . 

Кинематика твердого тела 

Поступательное и вращательное движения твердого 
тела 

В кинематике, как и в статике, будем считать, что тело является аб-
солютно твердым. Задачи кинематики твердого тела разделяются на 
две части: 

1) задание движения и определение кинематических характери-
стик движения тела в целом; 
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2) определение кинематических характеристик движения отдель-
ных точек тела. 

Решая задачу кинематики твердого тела, нужно, прежде всего, ус-
тановить вид движения. Различают пять видов движения твердого 
тела: 

1)   поступательное движение твердого тела; 
2) вращение твердого тела вокруг неподвижной оси; 
3) плоское (плоскопараллельное) движение твердого тела; 
4) движение твердого тела с одной неподвижной точкой; 
5) сложное движение твердого тела. 

Рассмотрим поступательное и вращательное движения твердого 
тела.  

Поступательным движением твердого тела называется такое 
движение, при котором любая прямая, соединяющая две точки те-
ла, движется параллельно самой себе. Все точки твердого тела, дви-
жущегося поступательно, описывают одинаковые траектории и в каж-
дый момент времени имеют геометрически равные скорости и уско-
рения. Поступательное движение не следует смешивать с прямоли-
нейным движением. При поступательном движении тела траектории 
его точек могут быть любыми кривыми линиями. Например, кузов 
автомобиля на прямом горизонтальном участке дороги движется по-
ступательно. Траектории всех точек кузова будут прямыми линиями. 
Педаль велосипеда относительно рамы движется поступательно, а все 
точки педали движутся по окружностям. 

Поступательное движение твердого тела вполне определяется 
движением какой-нибудь одной его точки. Следовательно, изучение 
поступательного движения тела сводится к уже рассмотренной задаче 
кинематики точки. 

Вращением вокруг неподвижной оси называется движение твер-
дого тела, две точки которого (или неизменно с ним связанные) ос-
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таются во время движения неподвижными. Проходящая через 
неподвижные точки прямая, называется осью вращения. 

Выберем неподвижную плоскость П0, принимаемую за начало от-
счета, а также жестко связанную с телом плоскость П1, которая враща-
ется вместе с ним вокруг оси Оz (рис. 1.29). Угол между введенными 
плоскостями φ называется углом поворота (измеряется в радианах). 
Угол φ считается положительным, если при взгляде с положительного 
направления оси вращения он отсчитывается против хода часовой 
стрелки. 

Положение вращающегося тела в каждый момент времени будет 
известно, если задана зависимость угла поворота от времени: 

)(t .                                            (1.26) 

Это уравнение выражает закон вращательного движения твердо-
го тела вокруг неподвижной оси. 
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Рис. 1.29 



 

37 
 

Производная по времени от угла поворота называется алгебраиче-
ской угловой скоростью: 

dt
d

        или        . 

Угловая скорость показывает как быстро и в каком направлении 
вращается тело. Единицей измерения угловой скорости является 
рад/с или сокращенно – с-1. При равномерном вращении угловая ско-
рость постоянна: const . 

В технике часто скорость вращения тела задают частотой враще-
ния n , т.е. числом оборотов, совершаемых телом за одну минуту. 
Найдем зависимость между n  об/мин и    1с . При одном обороте 
тело повернется на угол 2 , а при n  оборотах на n2 ; этот поворот 
совершается за время с60мин1 t .  Тогда 1с30/60/2  nn . 

Производная по времени от алгебраической угловой скорости на-
зывается угловым ускорением: 

2

2

dt
d

dt
d 




        или         .                  (1.27) 

Единицей измерения углового ускорения является рад 2/с   или со-
кращенно – 2с  . Если в некоторый момент времени 0  и 0  или 

0  и 0 , то в данный момент вращение тела является ускорен-
ным. Если знаки     и    разные, то вращение тела является замед-
ленным. 

Вращение с постоянным угловым ускорением ( const ) называ-
ется равнопеременным. Разделяя переменные равенства (1.27), полу-
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чим dtd  . Проинтегрируем левую часть этого равенства от 0  до 

 , а правую – от 0  до t :        




t
dtd

0
.

0

     Следовательно, 

,0 t                                           (1.28) 

где )0(0   – начальная угловая скорость. 

Так как 
dt
d

 , то с учетом (1.28)  tdtdtd 0  . Интегрируем 

последнее выражение при изменении угла поворота от φ0 до φ и вре-

мени от 0  до t :     




tt
dttdtd

00
0

0

.  Вычисляя интегралы, получим 

закон равнопеременного вращения: 

2
0 5,0 tt0  . 

Определим скорость и ускорение точек вращающегося тела. Пусть 
тело ОА (рис. 1.30) вращается вокруг оси, перпендикулярной плоско-
сти чертежа и проходящей через точку О согласно закону (1.26). Все 
точки вращающегося тела, не находящиеся на оси вращения, движут-
ся по окружностям. Например, траекторией точки А является окруж-
ность радиуса ОА . При повороте тела на угол φ точка А переме-

щается по дуге окружности на s . Скорость точки А определяется 

по формуле (1.20): 

dt
d

dt
ds 

         или          .             (1.29) 

Вектор скорости    направлен по касательной к окружности в на-
правлении поворота тела. Таким образом, числовое значение скоро-
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сти точки вращающегося тела равно произведению угловой скоро-
сти тела на расстояние от этой точки до оси вращения. 

С учетом (1.29) и (1.27) найдем по формулам (1.23) и (1.24) каса-
тельное и нормальное ускорения точки А: 

 Аа ,           2
2





n
Aa .           (1.30) 

Модуль ускорения точки  А  равен 

4222 )()(   n
AAА aaа .                       (1.31) 

Итак, зная закон вращения тела (1.26) и расстояние точки тела до 
оси вращения, можно по формулам (1.29) – (1.31) определить ско-
рость и ускорение любой точки вращающегося тела. 

Вопросы для самоконтроля 

1. На каких аксиомах строится кинематика? 
2. В чем состоит основная задача кинематики? 
3. Перечислите три способа задания движения точки. 
4. Чему равен вектор скорости в данный момент времени, и какое на-

правление он имеет? 
5. Как определяются проекции скорости и ускорения точки на непод-

вижные оси декартовых координат? 
6. Как направлены оси естественных координат в каждой точке траекто-

рии? 
7. В какой плоскости расположен вектор ускорения точки и чему равны 

его проекции на естественные оси? 
8. Что характеризуют собой касательное и нормальное ускорения точки? 
9. При каком движении точки равно нулю касательное ускорение, и при 

каком – нормальное ускорение? 
10. Как классифицируются движения точки по ее ускорению? 
11. Может ли быть равным нулю радиус кривизны траектории? 
12. Дайте определение поступательного движения твердого тела, назови-

те свойства поступательного движения. 
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13. Какое движение твердого тела называется вращением вокруг непод-
вижной оси?  

14. Как по заданному закону вращательного движения твердого тела во-
круг неподвижной оси определяется угловая скорость и угловое уско-
рение? 

15. Как определяется закон равнопеременного вращения твердого тела? 

1.3   Динамика 

Законы динамики 
Динамикой называется раздел теоретической механики, в котором 

изучается движение материальных тел под действием сил. Матери-
альными объектами в динамике являются материальная точка (точка, 
обладающая массой), абсолютно твердое тело и механическая систе-
ма материальных точек или тел. При изучении движения тел в дина-
мике, в отличие от кинематики, принимают во внимание как дейст-
вующие на них силы, так и инертность материальных тел.  

Количественной мерой инертности тела при поступательном дви-
жении является масса m  тела. В классической (теоретической) меха-
нике масса тела предполагается величиной скалярной, положитель-
ной, постоянной и не зависящей от скорости тела. В основу динамики 
положены законы Галилея-Ньютона. Они описывают механическое 
движение материальных тел по отношению к неподвижным осям и по 
отношению к инерциальным осям. Инерциальные оси движутся отно-
сительно неподвижных осей поступательно, равномерно и прямоли-
нейно. При движении многих задач техники оси, связанные с Землей, 
считают неподвижными. 

Первый закон динамики (закон инерции). Материальная точка, 
изолированная от действия каких-либо других тел, сохраняет от-
носительно неподвижной системы отсчета состояние покоя или 
равномерного прямолинейного движения. Такое кинематическое со-
стояние точки называется инерциальным, а ускорение точки равно 
нулю. 

Второй (основной) закон динамики. Произведение массы матери-
альной точки на ускорение, которое она получает под действием 
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силы, равно по модулю этой силе, а направление ускорения совпада-
ет с направлением силы 

Fam  . 
На основании второго закона динамики устанавливается связь ме-

жду массой тела и его весом: 
Pmg  , 

где 2см/81,9g  – ускорение свободного падения. 
При одновременном действии на точку нескольких сил kF , урав-

нение, выражающее основной закон динамики в векторной форме, с 
учетом равенства (1.15) принимает вид 





n

k
kF

dt
rdm

1

__

2

2

.                                   (1.31) 

Проектируя обе части равенства (1.31) на оси zyx ,, , получим: 





n

k
kxFxm

1
 ,      




n

k
kyFym

1
 ,      




n

k
kzFzm

1
 .             (1.32) 

Уравнения (1.32) являются дифференциальными уравнениями 
движения точки в прямоугольных декартовых координатах. 

Аналогично получим дифференциальные уравнения движения 
точки в проекциях на естественные оси: 





n

k
kFsm

1
 ,       





 n

k
knFm

1

2

,       



n

k
kbF

1
0 , 

где согласно (1.23) – (1.24)  as   − касательное, а na /2  − 
нормальное ускорения. 

Третий закон динамики. Всякое действие вызывает равное и 
прямо противоположное противодействие. Отметим, что этот закон 
был сформулирован ранее как третья аксиома статики. 

Две основные задачи динамики точки 
Первая задача динамики точки. Зная закон движения точки, 

найти действующую на точку силу. Если заданы уравнения движе-
ния точки в координатной форме (1.17) или в естественной форме 
(1.19), то путем дифференцирования можно найти составляющие ус-
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корения точки, а затем, используя второй закон динамики, опреде-
лить действующую на точку силу. 

Вторая задача динамики точки. Зная приложенные к точке силы, 
определить закон движения точки. Вторую задачу динамики реко-
мендуется решать в следующем порядке: 

 выбрать систему координат; 
 записать начальные условия движения точки; 
 изобразить на рисунке точку, смещенную относительно начала 

координат; 
 изобразить на рисунке приложенные к точке силы; 
 составить дифференциальные уравнения движения точки; 
 проинтегрировать систему дифференциальных уравнений; 
 определить постоянные интегрирования через начальные ус-

ловия и определить искомые величины. 

Так как силы, действующие на точку, могут быть постоянными, зави-
сящими от времени, скорости или координаты, то дифференциальные 
уравнения следует преобразовать к уравнениям с разделенными пе-
ременными. 
 

 

Вопросы для самоконтроля 

1. Чем отличается постановка задачи динамики от задачи кинематики? 
2. Что является количественной мерой инертности материальной точки? 
3. Сформулируйте законы динамики материальной точки. 
4. В какой системе отсчета справедливы законы динамики? 
5. Назовите две задачи динамики, которые решаются при помощи диффе-

ренциальных уравнений движения материальной точки. 
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2  СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 

Сопротивление материалов – это наука о теоретических осно-
вах инженерных расчетов элементов конструкций на прочность, 
жесткость и устойчивость при обеспечении необходимой долго-
вечности и экономичности. 

Сопротивление материалов является наукой экспериментально-
теоретической, она широко использует опытные данные и теоретиче-
ские исследования, в ней применяются методы теоретической меха-
ники и математического анализа, используются данные из разделов 
физики, материаловедения. 

Основные понятия 
Все современные конструкции, машины, приборы и сооружения 

изготавливают или строят по заранее разработанным проектам. Про-
ект – это документ, в котором указываются размеры элементов и де-
талей конструкции, а также необходимые для их изготовления мате-
риалы.  

В процессе проектирования необходимо уметь определять разме-
ры элементов конструкции, в зависимости от их назначения, условий 
эксплуатации, внешних воздействий и используемых материалов. 

Любая конструкция должна обладать надежностью при эксплуата-
ции и быть экономичной. 

Экономичность в значительной мере определяется расходом ма-
териала, применением недорогих конструкционных материалов, воз-
можностью изготовления деталей по наиболее прогрессивным техно-
логиям. Надежность конструкции обеспечивается, если она сохраняет 
прочность, жесткость и устойчивость при гарантированной долго-
вечности. 

Прочность – это способность конструкции сопротивляться разру-
шению при действии на нее внешних сил (нагрузок). 
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Жесткость – способность конструкции сопротивляться деформа-
ции. 

Устойчивость – свойство системы сохранять свое начальное рав-
новесное положение при внешних воздействиях. 

Долговечность – способность конструкции сохранять необходи-
мые для эксплуатации свойства в течение определенного периода 
времени. 

Реальный объект и расчетная схема 
Идеализированная схема реального объекта, отражающая наибо-

лее существенные свойства конструкции, называется расчетной схе-
мой. Основными факторами, определяющими расчетную схему, яв-
ляются: элементы конструкции, внешние силы, условия закрепления. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В сопротивлении материалов все элементы конструкций, условно 
делятся на четыре типа: стержень, пластина, оболочка, массивное те-
ло. 

Рис. 2.2 

h 

l 

b 

Рис. 2.1 

 

 

 

Рис. 2.4 
Рис. 2.3 
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Стержень – тело, длина которого значительно больше его попе-
речных размеров. Например, для стержня прямоугольного сечения 
(рис. 2.1) l>>b, l>>h. Геометрическое место точек, совпадающих с 
центрами тяжести поперечных сечений стержня, называется продоль-
ной осью. 

Оболочка – элемент конструкции, ограниченный двумя поверхно-
стями, отстоящими друг от друга на малое расстояние (рис. 2.2). 

Пластина – элемент конструкции, ограниченный с двух сторон 
плоскостями, расстояние между которыми мало по сравнению с дру-
гими размерами (рис. 2.3). 

Массив – элемент конструкции, размеры которого во всех направ-
лениях сравнимы по величине (рис. 2.4). 

Внешние силы возникают в результате взаимодействия рассматри-
ваемого тела с другими телами или окружающими средой. Различают 
объемные и поверхностные силы. Объемные силы непрерывно рас-
пределены по всему объему тел (вес, силы инерции, магнитные си-
лы). Поверхностные силы приложены к поверхности тела. 

Соприкосновение тел всегда происходит по некоторой площадке. 
Поэтому все поверхностные силы являются распределенными силами. 
Если тела соприкасаются по узкой длинной площадке, то считается, 
что поверхностная сила действует по линии. Такая сила называется 
погонной распределенной. Если размеры площадки, по которой про-
исходит взаимодействие тел, малы по сравнению с размерами тела, 
то считается, что сила действует в точке, и она называется сосредото-
ченной. При рассмотрении реального объекта в число внешних сил 
включаются не только заданные активные нагрузки, но и реакции свя-
зей. 

По характеру изменения во времени, различают нагрузки статиче-
ские и динамические. Статические нагрузки являются постоянными, 
либо медленно изменяют свою величину или точку приложения (на-
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правление). Возникающие при этом ускорения тела (силы инерции) 
можно не учитывать. Динамические нагрузки – изменяются во време-
ни с ускорением, при этом силы инерции должны быть учтены, так как 
они достигают значительных величин. 

Основные гипотезы сопротивления материалов 
Предполагается, что все материалы являются: 
1. Однородными. Однородный материал имеет одинаковые свой-

ства во всех точках тела. Такое предположение справедливо, когда 
рассматриваемый объем элемента тела намного превосходит объем 
его структурных составляющих (атомов, молекул, зерен). 

2. Сплошными. Сплошными называются среды, не имеющие тре-
щин и пустот. Для таких сред можно применить анализ бесконечно 
малых величин.  

3. Изотропными. Тело считается изотропным, если его механиче-
ские свойства одинаковы во всех направлениях. Анизотропными на-
зываются материалы, свойства которых в разных направлениях раз-
личны (например, древесина). 

4. Деформируемыми. В сопротивлении материалов учитывается 
способность тела деформироваться, т.е. под действием сил изменять 
свои начальные размеры и форму. Деформации прямо пропорцио-
нальны приложенным нагрузкам, т.е. подчиняются закону Гука. При 
этом деформации принимаются малыми по сравнению с линейными 
размерами тела. 

5. Упругими. Упругостью называется свойство тел восстанавливать 
свои первоначальные форму и размеры после снятия нагружения. 

Помимо рассмотренных выше допущений в сопротивлении мате-
риалов вводится ряд гипотез, позволяющих значительно упростить 
расчет: 

 Принцип независимости действия сил (принцип суперпози-
ции): результат совместного действия нескольких сил равен сумме 
результатов действия каждой из них в отдельности. 
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 Принцип Сен-Венана (принцип локальности): на достаточном 
удалении от места приложения силы конкретный способ приложения 
этой силы можно не учитывать. 

 Гипотеза Бернулли (гипотеза плоских сечений): поперечные 
сечения стержня, плоские и нормальные к оси стержня до приложе-
ния к нему силы, остаются плоскими и нормальными к его оси при 
действии силы. 

Внутренние силы 
В любом материала имеются внутренние межатомные силы взаи-

модействия. При деформации тела изменяется взаимодействие меж-
ду его частицами. Силы взаи-
модействия, возникающие 
между частями тела при его 
деформировании, называются 
внутренними силами.  

Для определения внутрен-
них сил применяется метод 
сечений, который заключается 
в следующем. Пусть некото-
рое призматическое тело на-
ходится в равновесии под 
действием системы внешних 
сил (рис. 2.5а).  

Рассечем (мысленно) тело 
на две части плоскостью, пер-
пендикулярной продольной 
оси тела (поперечным сечением).  

а) 

F1 

F2 

F3 

Fn 

Fn 

F3 

R  M  

б) 

Рис. 2.5 
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Отбросим правую или левую часть тела. Чтобы оставшаяся часть 
находилась в равновесии, в сечениях должны действовать некоторые 
силы. 

Заменим действие одной части на другую внутренними силами 
(рис.2.5б). Эти внутренние силы по характеру приложения - распреде-
ленные, в общем случае они не постоянны по всему сечению. Внут-
ренние силы могут быть приведены к их равнодействующим: главно-
му вектору - R и главному моменту – М. 

Рассмотрим правую часть. Введем ортогональную систему коорди-
нат с началом в точке О. Ось z направим по продольной оси тела, а 
оси x и y – по  осям симметрии поперечного сечения. Разложим глав-
ный вектор R и главный момент М по осям (рис. 2.6). Получим шесть 
составляющих, которые называются внутренними силовыми факто-
рами (ВСФ):  

N – продольная (нормаль-
ная) сила, проекция вектора R 
на ось z; 

Qx, Qy – поперечные силы, 
проекции вектора R на оси x, y 
соответсвенно; 

Mz=T – крутящий момент, 
составляющая момента M во-
круг оси z; 

Mx, My – изгибающие моменты, составляющие момента M вокруг 
осей x, y соответственно. 

  

Рис.2.6 
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Уравновесим отсеченную часть. Так как отсеченная часть тела на-
ходится в равновесии, то для определения шести неизвестных ВСФ 
составим шесть уравнений равновесия: 
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Из этих уравнений определяются все ВСФ: 

Для наглядного представления о характере изменения ВСФ по 
длине бруса (вдоль оси z) строят их графики. Такой график принято 
называть эпюрой (от французского слова épure – чертеж). 

Понятие о напряжениях 

Используя метод сечений, внутренние усилия находятся в виде со-
средоточенных равнодействующих сил и моментов. В действительно-
сти внутренние усилия по характеру при-
ложения являются распределенными и в 
общем случае они не постоянны по попе-
речному сечению. Рассмотрим правую 
часть тела (рис.2.6). Выделим на плоско-
сти сечения площадку А; по этой пло-
щадке будет действовать внутренняя сила 
R (рис.2.7). 

Величина отношения R/А = рср на-
зывается средним напряжением на пло-
щадке А. Напряжение в точке получим 
устремив А к нулю: 

Рис. 2.7 
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dА
Rd

А
Rp

А








lim
0

. 

Это напряжение называется полным напряжением в данной точке и в 
общем случае оно направлено под некоторым углом к плоскости се-
чения. Спроектировав полное напряжение на внешнюю нормаль к 
сечению, получим нормальное напряжение в точке αcosσ  p , где 

 – угол между направлением р и внешней нормалью (для попереч-
ного сечения направление внешней нормали совпадает с направле-
нием оси z). Проекция полного напряжения на плоскость сечения даст 
касательное напряжение в точке ατ sin p  (рис.2.7).  

Нормальные напряжения возникают, когда частицы материала 
стремятся отдалиться друг от друга или, наоборот, сблизиться. Каса-
тельные напряжения связаны со сдвигом частиц по плоскости рас-
сматриваемого сечения. 

Очевидно, что 22 τσ p . Касательное напряжение в свою оче-

редь может быть разложено на составляющие zх, zу по направлениям 
осей Оx и Оy. Размерность напряжений – Н/м2 (Па). 

Нормальные и касательные напряжения связаны с внутренними 
силами дифференциальными зависимостями 

σ =
݀ܰ
ܣ݀

, τ௭௫ =
݀ܳ௫

ܣ݀
, τ௭௬ =

݀ܳ௬

ܣ݀
. 
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Понятия о перемещениях и деформациях 

Под действием внешних сил любое тело деформируется, его фор-
ма и размеры изменяются. Проведем через некоторую произвольную 
точку А тела в направлениях осей х и у бесконечно малые отрезки АВ 
и АС, длиной dх и dу (рис. 2.8). 
После деформации точка А 
переместится в А1. Величина 
АА1 называется линейным 
перемещением точки А. От-
резки АВ и АС займут новые 
положения А1В1 и А1С1. Их 
длины изменятся и станут 
равными dxdxdx 1 , 

dydydy 1 . Величины 

Δdх и Δdу называются абсо-
лютными линейными деформациями. Отношение приращения дли-
ны отрезка к его начальной длине называется относительной линей-
ной деформацией. Так, относительная деформация в направлении оси 

х равна 
dх
dх

x


ε . Аналогично, в направлении оси у –  
dy
dy

y


ε . 

Угол между отрезками АВ и ВС после деформации изменится и 
станет равным α1. Изменение этого угла 1 ху  – называется уг-

ловой деформацией. 

В любой точке тела можно выделить отрезки dx, dy, dz в направле-
нии осей координат и определить линейные деформации zyx ε,ε,ε , а 

также изменения углов между этими отрезками – угловые деформа-
ции yzxzxy γ,γ,γ . Совокупность zyx ε,ε,ε , yzxzxy γ,γ,γ  определяет де-

формированное состояние в точке. 

Рис. 2.8 
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Вопросы для самоконтроля 
1. Что такое прочность, жесткость, устойчивость конструкции? 
2. Что называется стержнем, оболочкой, пластинкой, массивным телом? 
3. Какая ось называется продольной осью стержня? 
4. Что представляет собой расчетная схема конструкции и чем она отли-

чается от собственно конструкции машины или аппарата? 
5.  Какие основные допущения в отношении свойств материала прини-

маются в сопротивлении материалов? 
6. В чем состоит принцип независимости действия сил? 
7. В чем заключается гипотеза плоских сечений? 
8. По каким признакам и как классифицируются силы? 
9. Что такое внутренние силы (внутренние силовые факторы)? 
10. Какие внутренние силы (внутренние силовые факторы) могут возникать 

в поперечных сечениях стержня, и какие виды деформаций с ними свя-
заны? 

11. В чем суть метода сечений? 
12. Какие напряжения называются касательными и нормальными?  
13. Какова связь между напряжениями и внутренними силами? 
14. Какие деформации называются линейными, и какие угловыми? 
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2.1  Осевое растяжение – сжатие 

Основные понятия 
В общем случае в поперечном сечении стержня возникают шесть 

внутренних силовых факторов: N – продольная сила, Qx, Qy – попереч-
ные силы, Т – крутящий момент, Mx, My – изгибающие моменты. Часто 
внешние силы действуют так, что некоторые из внутренних силовых 
факторов равны нулю. Если в конструкциях возникает только один 
силовой фактор, то такой случай нагружения называется простым. К 
простому виду нагружения относится растяжение (сжатие) стержня. 

Осевым растяжением (сжатием) стержня называется вид на-
гружения, при котором все внешние силы приводятся к равнодей-
ствующей, приложенной в центре тяжести поперечного сечения и 
направленной вдоль продольной оси стержня. При растяжении в 
поперечном сечении возникает единственный внутренний силовой 
фактор – продольная (нормальная) сила N.  

Величина продольной силы N определяется с использованием 
метода сечений.  

Принято следующее правило знаков: продольная сила N положи-
тельна, если она растягивает отсеченную часть стержня (рис.2.9). 

Рассмотрим примеры определения внутренних сил. 

Пример 2.1. Стержень постоянного поперечного сечения, нагружен 
силами 2F и 3F, действующими вдоль продольной оси (рис. 2.10). Оп-
ределить величину внутренних сил. 

Рис. 2.9 

N N F 

N>0 

F 
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Решение. Начало координат расположим на правом конце стерж-
ня, а ось Оz направим справа 
налево. Стержень разделяется 
на два участка, границами 
которых являются его концы и 
точки приложения сосредото-
ченных сил.  

Используя метод сечений 
на каждом участке, получим: 

Участок : az  10 , 

;2
,02

1

1

FN
FNFz




 

Участок : aza 22  , 

.32
,023

2

2

FFFN
FFNFz




 

Нормальная сила ଵܰ > 0 , следовательно, первый участок растяги-
вается, ଶܰ < 0, следовательно, второй стержень сжимается.  

Полученные результаты удобно представить в виде графика (эпю-
ры), показывающего изменение продольной силы N вдоль оси стерж-
ня. Области, ограниченные графиком и осью z, принято штриховать 
линиями перпендикулярными к оси Оz, знак N – обозначать внутри 
кружка. На рис. 2.10 представлена эпюра N.  

Пример 2.2. Два стержня, шарнирно соединенные в точке К, нахо-
дятся под действием силы F (рис. 2.11а). Определим внутренние силы 
в стержнях. 

Решение. Воспользуемся методом сечений. Рассечем стержни се-
чением n-n. Отбросим левую отсеченную часть. Заменим действие 
отброшенной части силами N1 и N2. Направление внутренних сил вы-

2F 3F 

а а 

Рис. 2.10 
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бираем так, чтобы они были положительны, т.е. растягивали отсе-
ченные части стержней (рис. 2.11б). 

Записывая уравнения равновесия, получим: 

,0coscos 21  αα NNFix  

.0sinsin 21  FNNFiy αα  

Из первого уравнения находим 12 NN  . 

С учетом второго уравнения, определяем 

αsin21
FN  ;     

αsin22
FN  . 

Нормальная сила N1 положительна, следовательно, она растягива-
ет стержень 1, сила N2  отрицательна, т.е. она сжимает стержень 2. 

Пример 2.3. Абсолютно жесткий стержень подвешен на двух де-
формируемых стержнях и находится под действием силы F 
(рис.2.12а). Определим внутренние силы в стержнях. 

Рис. 2.11 
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Решение. Используя метод сечений, получим отсеченную часть, 
показанную на рис. 2.12б. 

Запишем уравнения равновесия:  

,0232  aFaNmiА  

.031  FaaNmiВ  

Решая систему уравнений, получим: 

FN
3
1

1  ;     FN
3
2

2  . 

Нормальные напряжения. Условие прочности 
Нормальная сила в сечении бруса является равнодействующей 

нормальных напряжений, действующих в плоскости поперечного се-
чения: 

A
dAN σ . 

Закон распределения напряжений может быть определен из экс-
перимента. Установлено, что если на стержень нанести прямоуголь-
ную сетку, то после приложения продольной нагрузки вид сетки не 
изменится, она по-прежнему останется прямоугольной, а все линии 
прямыми. Поэтому можно сделать вывод о равномерном по сечению 
распределении линейных деформаций, и, следовательно из закона 

F 

Рис. 2.12 
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Гука,  = const. Тогда N=∙A, откуда получим формулу для определе-
ния нормальных напряжений в поперечном сечении при растяжении 

А
N

σ . 

Для обеспечения прочности стержня должно выполняться условие 
прочности - конструкция будет прочной, если максимальное на-
пряжение в конструкции не превышает допускаемой величины, оп-
ределяемой свойствами данного материала и условиями работы 
конструкции, то есть 

 
А

Nmax
max , 

где ܰ௠௔௫ =  .|ܰ|ݔܽ݉

Допускаемое напряжение [] определяется по формуле 

 
n

0σσ  , 

где 0 - предельное (опасное) для данного материала напряжение, 
которое определяется экспериментально при испытании ма-
териалов; 

  n - коэффициент запаса прочности. 

Величина коэффициента запаса прочности назначается в пределах 
n=1,5 ... 3, а иногда и более, с учетом многих факторов, в частности, 
точности принятых расчетных соотношений, условий эксплуатации 
конструкции, особых требований по безопасности работы, норм, при-
нятых в отрасли промышленности. В машинах и аппаратах химических 
производств n  1,5. 
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Определение механических свойств материалов 

Для определения опасных напряжений 0 необходимо провести 
испытания образцов материала на растяжение и сжатие вплоть до 
разрушения. Изучив поведения материала при нагружении, следует 
определить опасные для данного материала напряжения. 

Разные материалы имеют различные свойства при нагружении, в 
соответствии с чем они делятся на две большие группы: пластичные и 
хрупкие. 

Диаграммы пластичного материала Ст.3, полученные при испыта-
нии на растяжение и сжатие, приведены на рис.2.13, диаграммы 
хрупкого материала СЧ-12-28 – на рис.2.14. 

Пластичные материалы на диаграмме растяжения часто имеют ха-
рактерный участок, называемый площадкой текучести, ему соответст-
вуют напряжения - предел текучести σТ. Явление текучести сопровож-
дается образованием больших пластических, остаточных деформа-
ций. Появление таких деформаций в элементах конструкции, как пра-
вило, приводит к нарушениям в работе конструкции, и является неже-
лательным.  

Опасным напряжением для пластичных материалов принимает-
ся предел текучести. 

К весьма пластичным материалам относятся медь, алюминий, ла-
тунь, малоуглеродистая сталь и др. Менее пластичными являются дю-
ралюмин и бронза. Мерой пластичности является относительное оста-
точное удлинение при разрыве . Если  > 5%, то материал считается 
пластичным. 
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Хрупкие материалы выдерживают напряжения, равные пределу 
прочности σВ, и разрушаются без образования заметных остаточных 
деформаций.  

Опасным напряжением для хрупких материалов является предел 
прочности.  

К хрупким материалам относятся чугун, высокоуглеродистая инст-
рументальная сталь, стекло, кирпич, строительные камни и др. Для 
таких материалов величина удлинения при разрыве  не превышает 
25%, а в ряде случаев измеряется долями процента. 

Сопоставление предела прочности хрупких материалов при растя-
жении вр с пределом прочности при сжатии вс показывает, что эти 
материалы обладают, как правило, более высокими прочностными 
показателями при сжатии, нежели при растяжении. Величина отно-

Т 

Рис.2.13 
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шения 
pв

cвk
σ
σ

 для чугуна колеблется в пределах 2,5…5, а для керами-

ческих материалов k = 5…10. 

Основные виды расчетов на прочность  
Используя условие прочности, можно выполнить следующие ос-

новные виды расчетов: 

Проектировочный расчет – определение по известной нагрузке и 
допускаемому напряжению размеров поперечного сечения стержня 

 σ
maxNА  . 

Проверочный расчет – проверка прочности стержня, т.е. опреде-
ление по заданным нагрузке и размерам поперечного сечения стерж-
ня фактических напряжений и сравнение их с допускаемыми напря-
жениями  

 σσ max  . 

Определение максимальной нагрузки по заданным размерам по-
перечного сечения и [] 

 σmax АN  . 

Определив допускаемую нормальную силу Nmax и установив связь 
между нормальной силой и нагрузкой с помощью метода сечений, 
можно определить и максимальную нагрузку Fmax . 
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Деформации при растяжении (сжатии) 
Oпыты показывают, что при растяжении длина стержня увеличива-

ется, а поперечные размеры уменьшаются, при сжатии - наоборот 
(рис.2.15). 

Абсолютная продольная и поперечная деформации равны: 

lll  1 ;    bbb  1 . 

Относительная продольная деформация  и относительная попе-
речная деформация ' равны: 

l
l

ε ;    
b
b

'ε . 

В пределах малых удлинений для большинства материалов спра-
ведлив закон Гука - нормальные напряжения в поперечном сечении 
прямо пропорциональны относительной линейной деформации   

εσ E . 

Коэффициент пропорциональности E - модуль упругости, его ве-
личина постоянна для каждого материала. Он характеризует жест-
кость материала, т.е. способность сопротивляться деформированию 
под действием внешней нагрузки.  

Рис.2.15 

l 
l1 

b b1 
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Относительная деформация из закона Гука равна 
E
σε  . 

Подставляя в закон Гука 
l
l

ε  и 
F
N

σ  можно получить формулу 

для определения абсолютного удлинения (укорочения) стержня 

EА
Nll  . 

 Эта зависимость также выражает закон Гука. 
Знаменатель EА называется жесткостью при растяжении - сжатии 
или продольной жесткостью. 

Величина относительной поперечной деформации и величина от-
носительной продольной деформации связаны между собой соотно-
шением νε'ε  . 

Отношение относительной поперечной деформации ' к отно-
сительной продольной деформации , взятое по модулю, называет-
ся коэффициентом поперечной деформации или коэффициентом 
Пуассона 

ε
'εν  . 

Эта величина является постоянной для каждого материала и опре-
деляется экспериментально. 

Значения  для различных материалов изменяются в пределах 
5,0ν0   ( = 0 у пробки,  = 0,5 у резины). Для большинства конст-

рукционных материалов  =0,25…0,33.  

 E и  являются основными характеристиками упругости изо-
тропного материала.  
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Контрольные вопросы  
1. Какой вид нагружения стержня называется осевым растяжением (сжа-

тием)? 
2. Как вычисляется значение продольной силы в произвольном попереч-

ном сечении стержня? 
3. Что такое эпюра продольных сил и как она строится? 
4. Как распределены нормальные напряжения в поперечных сечениях 

центрально-растянутого или центрально-сжатого стержня, и по какой 
формуле они определяются? 

5. Как связаны гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли) и закон рас-
пределения нормальных напряжений в поперечном сечении растянуто-
го (сжатого) стержня? 

6. Что называется удлинением стержня (абсолютной продольной дефор-
мацией)? Что такое относительная продольная деформация?  

7. Что называется модулем упругости Е?  
8. Что называется жесткостью поперечного сечения стержня при растяже-

нии (сжатии)? Как влияет величина Е на деформации стержня? 
9. Сформулируйте закон Гука при растяжении-сжатии. Напишите формулы 

для вычисления абсолютной и относительной продольных деформаций 
стержня. 

10. Как определяется коэффициент Пуассона? В каких пределах он изменя-
ется? 

11. С какой целью проводятся механические испытания материалов? Какие 
напряжения являются опасными для пластичных и хрупких материалов? 

12. Что называется допускаемым напряжением? Как оно выбирается для 
пластичных и хрупких материалов? 

13. Что называется коэффициентом запаса прочности, и от каких факторов 
зависит его величина? 

14. Напишите условие прочности при растяжении-сжатии.  Какие виды рас-
чета на прочность проводятся на основе этого условия? 
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2.2  Изгиб 
Изгибом называется вид нагружения стержня, при котором все 

приложенные внешние нагрузки приводятся к равнодействующему 
моменту, плоскость действия которого проходит через продоль-
ную ось.  

В поперечных сечениях стержня возникают изгибающие момен-
ты.  

Стержень, работающий на изгиб, называется балкой. 

Изгиб называется плоским, если плоскость действия момента про-
ходит через главную центральную ось инерции сечения.  

Если изгибающий момент Mx является единственным внутренним 
силовым фактором, то такой изгиб называется чистым.  

Если возникают два внутренних силовых фактора: поперечная сила 
Qy и изгибающий момент Mx, то изгиб называется поперечным. 

Принято следующее правило знаков:  Для левой и правой отсе-
ченных частей показаны положительные направления поперечной 
силы и изгибающего момента. (рис.2.17): 

 

 

Рис. 2.17 
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Рис.2.18 
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Построение эпюр поперечной силы и изгибающего 
момента 

Рассмотрим примеры построения эпюр поперечной силы и изги-
бающего момента. 

Пример 2.5. Балка длиной L защемлена одним концом и нагруже-
на сосредоточенной силой F (рис.2.18). Пусть F = 4 кН, L = 2 м. 

Определим внутренние силовые факторы, возникающие в балке. 
Воспользуемся методом 
сечений. Рассечем балку, 
отбросим правую часть. 
На левой отсеченной час-
ти в месте сечения нари-
суем положительно на-
правленные внутренние 
силовые факторы Qy и Mx. 

Запишем уравнения 
равновесия отсеченной 
части, получим: 

Участок: 0 ≤ ݖ ≤  ܮ

0.N
0,NF

zFM
zFMm

FQ
0,QFF

z

x

xx

y

yy


















,
,0

,
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Построим эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mx 
вдоль длины балки. 

Поперечная сила постоянна по всей длине балки и равна Qy = F = 4 
кН. Отложим на эпюре линию параллельную оси z. 

Изгибающий момент Мх изменяется по линейному закону в зави-
симости от расстояния z. 

Вычислим его значение в двух точках: в начале при z = 0, и в конце 
балки при z = L = 2 м. 

z = 0,     Мх = 0 ;           z = 2 м,    Мх = 8 кНм. 

Построим по точкам эпюру Мх. 

Построение эпюр поперечной силы Qy и изгибающего момента Mx 
является одним из основных этапов при расчете конструкций на из-
гиб. По эпюрам Qy и Mx определяется опасное сечение, т.е. сечение, в 
котором может произойти разрушение. 

Опасным сечением называется сечение, в котором изгибающий 
момент достигает наибольшей по модулю величины 

xx MM maxmax  . В данном случае опасным является место закреп-

ления балки. 

В некоторых случаях опасным сечением может быть также сече-
ние, где наибольшего значения достигает поперечная сила 

yy QQ maxmax  .  
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Рис.2.19 
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Пример 2.6. Для балки, изображенной на рис.2.19, построить эпю-
ры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mx и определить 
опасное сечение. Пусть величины F = 10 кН, a = 2 м, b = 3 м. 

Решение. 
Определим реакции опор. Запишем уравнения равновесия стати-

ки. Из этих уравнений по-
лучим: 

.0;0  Bz ZF  
;0 Am   

,0)(  FabaYB   

4



ba

aFYB кН. 

;0 Bm   
,0)(  FbbaRA   

6



ba

bFRA кН. 

Для проверки правиль-
ности определения реак-
ции опор используем 
уравнение: 
  0yF ;  0 BA YFR

. 
– 6 + 10 – 4 = 0, 

0  0. 

Значит, реакции опре-
делены правильно. 
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Определим внутренние усилия. Следует рассмотреть два участка, 
границами участков являются точки приложения сосредоточенной 
силы F и опорных реакций RA и YB. Обозначим границы участков бук-
вами А, С и В.  

Рассечем последовательно первый и второй участок. Запишем 
уравнения равновесия отсеченных частей на участках:  
Участок I: 0 ≤ ଵݖ ≤ ܽ 

.
,0

,

1

11

1

zRM
zRMm

RQ

0,QRF

Ax

Axx

Ay1

yAy













 

 

Участок II: 0 ≤ ଶݖ ≤ ܾ 

.
,0

,

2

22

2

zYM
zYMm

YQ

0,QYF

Bx

Bxx

by1

yBy













 

 Вычислим Qy и Mx в граничных точках первого участка: 

при z1 = 0,           Qy1 = RA = 6 кН,  Mx1 = 0; 
при z1 = а = 2 м, Qy1 = RA = 6 кН,  Mx1 = 12 кНм. 

 Вычислим Qy и Mx в граничных точках второго участка: 

при z2 = 0,           Qy2 = - YВ = - 4 кН,  Mx2 = 0; 
при z2 = b = 3 м, Qy2 = - YВ = - 4 кН,  Mx2 = 12 кНм. 
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Построим эпюры Qy и Mx. По полученным эпюрам определим 
опасное сечение, оно проходит через точку приложения силы F, так 
как Mx достигает там наибольшего значения. 

 Пример 2.7. Для представленной на рис.2.20 балки построить эпю-
ры внутренних сил, найти 
опасное сечение. 

Решение. 
Определим реакции опор. 

Заменим распределенную 
нагрузку q ее равнодейст-
вующей: Q=q∙2a, приложен-
ной в середине участка АС 
(рис.2.21).  

Запишем уравнение равнове-
сия. 

  0Bz ZF ; 

023  aQaRM AB ;       03 aQaYM BA . 

Отсюда находим: 

qaQRA 3
4

3
2

 ;     qaQYB 3
2

3
1

 . 

Выполним проверку правильности определения реакций опор. 

  0BAy YQRF ;     0
3
22

3
4

 qaqaqa ;     00  . 

  

 

RA 

ZB 

2a a 

YB 

А В 

Q 

Рис.2.21 

С 

2a a 

А В 
q 

Рис.2.20 



 

70 
 

Балка может быть разделена на два участка. Первый имеет границы: 
точка приложения реакции RА и точка С, где заканчивается распреде-
ленная нагрузка q. Второй участок располагается между точек В и С. 
Используя метод сечений, рассмотрим сечения участков балки 
(рис.2.22). 

1 участок: 0 ≤ ଵݖ ≤ 2ܽ; 

11

11 ,0

qzRQ

qzRQF

Ay

Ayy




 

.
2

,0
2

2
1

11

2
1

11

zqzRM

zqzRMm

Ax

Axx





 

2 участок: 0 ≤ ଶݖ ≤ ܽ; 

      
.

,0

2

2

By

Byy

YQ

YQF




 

      
22

22 ,0
zYM

zYMm

Bx

Bxx



  

Вычислим Qy и Mx на грани-
цах участков: 

 z1=0,  qaQy 3
4

1  , 01 xM ; 

z1=2a,    qaQy 3
2

1  , 

2
1 3

2 qaM x  ; 

qa
3
4

 

Mx 

Qy 

qa
3
2

 

2

3
2 qa

2

9
8 qa

 

Qy1 

Mx2 
Qy2 

z2 

YB 
Mx1 

z1 

RА 

z z 

qz1 

21z  

С 

2a a 

А В 
q RА YB 

Рис.2.22 
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z2=0,    qaQy 3
2

2  ,    02 xM ; 

z2=a,    qaQy 3
2

2  ,    2
2 3

2 qaM x  ; 

 Построим эпюры Qy и Mx на участках. Из выражений для внутрен-
них усилий следует, что эпюра Qy является прямолинейной как на 
первом, так и на втором участках, в то время как эпюра Мх на первом 
участке квадратичная парабола, а на втором прямая линия. Для по-
строения эпюры Мх на первом участке следует исследовать функцию 
на экстремум и определить его. 

 Как известно из курса математического анализа, для определения 
экстремума функции следует определить ее первую производную, 
приравняв ее нулю, найти аргумент, затем его значение подставить в 
функцию и вычислить экстремум функции. 

0)
2

()(
2
1

1 
zqzRM Ax , 

01  qzRA , 

a
q

Rz A

3
4

1  , 

2
2
1

1max 9
8

2
qaqzzRM Ax  . 

 Отложим значение Мх max и построим эпюру изгибающего момента 
на первом участке по трем точкам (рис.2.22). 
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 По эпюре находим опасное сечение. Им является сечение, где 

2
max 9

8 qaM x  . 

Правила проверки эпюр 
 Между изгибающим моментом, поперечной силой и распределен-
ной силой существуют дифференциальные зависимости :  

y
x Q

dz
dM

 ,   q
dz

dQ y  , 

то есть первая производная от изгибающего момента по длине уча-
стка равна поперечной силе, а также производная от поперечной 
силы равна интенсивности распределенной нагрузки. 
 Эти соотношения называются теоремой Журавского. 

 На основании теоремы Журавского и условий равновесия могут 
быть сформулированы правила проверки эпюр: 

1. В точке, где на балку прикладывается сосредоточенная сила, на 
эпюре Qy должен быть скачок, равный по величине и направ-
лению приложенной силе. 

2. В точке приложения сосредоточенного момента на эпюре Mx 
должен быть скачок, равный по величине приложенному мо-
менту. 

3. На участке, где приложена распределенная нагрузка, эпюра Qy 
является наклонной прямой (наклон по направлению действия 
нагрузки), а эпюра Mx - кривой, выпуклость которой направлена 
навстречу распределенной нагрузке. 

4. На участках, где Qy > 0, Mx возрастает, на участках, где Qy< 0,   
Mx убывает, если Qy = 0 (эпюра пересекает нулевую линию), то 
эпюра Мx имеет экстремум. 

5. В тех точках, где на эпюре Qy имеется скачок, на эпюре Мx  бу-
дет излом. 

6. Чем больше по модулю величина Qy , тем быстрее изменяется 
эпюра Мx. 

Эти правила справедливы, если проверять эпюры, начиная с левого 
конца балки к правому. 
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Напряжение при чистом изгибе 
Определим нормальные напряжения, возникающие при чистом 

изгибе балки, когда 0yQ , constM x  . 

В произвольной точке А балки (рис. 2.23а) в общем случае могут 
возникать нормальные напряжения zσ , xσ , yσ . Однако эксперимен-

тально установлено, что при изгибе нормальные напряжения xσ , yσ  

пренебрежимо малы по сравнению с напряжениями zσ . Также экс-

периментально установлено, что при деформации изгиба поперечные 
сечения балки поворачиваются, оставаясь практически плоскими и 
перпендикулярными к продольной оси балки. 

На основе этих данных для упрощения анализа напряженно-
деформированного состояния балки при чистом изгибе принимаются 
следующие гипотезы: 

1. При чистом изгибе продольные волокна балки не взаимодей-
ствуют друг с другом в перпендикулярных к ним направлениях. Из 
этого предположения следует, что в любой точке 0σσ  ух . 

2. Поперечные сечения балки при чистом изгибе, плоские до де-
формации, после деформации остаются плоскими и перпендикуляр-
ными к продольной оси. 

Кроме того, полагаем, что связь между напряжениями и деформа-
циями определяется законом Гука: εσ Е . Здесь zσσ   – нормальное 

напряжение в поперечном сечении, ε  – продольная деформация при 
чистом изгибе. 

Из гипотезы плоских сечений следует, что поперечные сечения, 
выделяющие элемент длиной dz  до деформации, после деформации 
поворачиваются и образуют угол φd  (рис. 2.23б). 
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Верхние волокна выделенного элемента укорачиваются, нижние – 
удлиняются, а длина слоя dc   не изменяется. 

Слой балки, который при изгибе не деформируется, называется 
нейтральным слоем. Линия пересечения нейтрального слоя и плос-
кости поперечного сечения называется нейтральной линией. 

Определим относительную деформацию ε  волокна ab , отстояще-
го на расстоянии y от нейтрального слоя. Обозначим через ρ – радиус 
кривизны линии dc  . Учитывая, что φρddc  ,   φρ dyba  , 

φρddcab  , находим 

 
ρφρ

φ
φρ

φρφρε y
d
dy

d
ddy

аb
аbbа

аb
аb










 . 

Рис. 2.23 
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y 

ρ 

a' 
b' 

c' d' e' f' 

dφ 

а b 
с d 

f e 

Мх Мх 

А 

 
σz 

σy=0 
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dz 
y 

z 

а) 



 

75 
 

Подставляя это соотношение в закон Гука, получим 

yE
ρ

σ  .                                                  (2.1) 

Между напряжениями в сечении балки и изгибающим моментом 
существует интегральная связь: 


A

x ydAM σ . 

Подставляя в это равенство соотношение (2.1), получим 


A

x dAyEM 2

ρ
. 

Величина x
A

JdAy  2  - геометрическая характеристика попереч-

ного сечения стержня, называемая осевым моментом инерции сече-
ния. 

Тогда получим  

xx JEM
ρ

 . 

Кривизна вогнутого нейтрального слоя балки равна 
x

x

EJ
M


ρ
1

.  

Подставляя это выражение в (2.1), получаем формулу для опреде-
ления нормальных напряжений в сечениях стержня при чистом изги-
бе: 

y
J
M

x

xσ .                                                (2.2) 
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Осевые моменты инерции поперечных сечений 
стержней 

Моментами инерции сечения относительно осей х и у называются 
геометрические характеристики, определяемые интегралами:  

.

,

2

2









A
y

A
x

dAxJ

dAyJ
 

Осевой момент инерции характеризует способность сечения со-
противляться деформации изгиба.  

Определим осевые моменты инерции для сечений простой формы. 

Прямоугольник  

Определим момент инерции сечения от-
носительно оси х, проходящей через центр 
тяжести прямоугольника высотой h и шири-
ной b параллельно основанию (рис.2.24). 
Выделим из прямоугольника линиями, па-
раллельными оси х элементарную полоску 
высотой dу и шириной b. Площадь этой по-
лоски dA=b dу, расстояние от полоски до оси 
х равно у.  

Подставим эти величины в выражение момента инерции относи-
тельно оси х: 

.
123

32/

2/

32/

2/

22 bhybbdyydAyJ
h

h

h

hA
x 


   

12

3bhJ x  . 

Аналогично, получим: 
12

3hbJ y  . 

Рис.2.24 

x 

y 

y 
dy 

h 

b 
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Треугольник 

Определим момент инерции треугольника относительно оси х1, 
проходящей через основание (рис.2.25) 


A

x dAyJ 2
11

. 

Элементарная площадка 11 dybdA  . 

Из подобия треугольников получаем 

h
yhbb 1

1


 , где b – основание треугольни-

ка, h – его высота. 
Таким образом, 

.
12

3

0
1

2
1

1
1

bhdyy
h

yhbJ
b

x  


  

Известно, что расстояние от основания треугольника до центра тя-
жести равно 3/hyc  . 

По формуле параллельного переноса находим моменты инерции 
относительно центральных осей х и у, параллельных основанию и вы-
соте: 

362
1

312

323
2

1

bhbhhbhAyJJ cxx 





 , 

36
,

36

33 hbJbhJ yx  . 

Круг 

Определим сначала полярный момент инерции относительно цен-
тра круга (рис.2.26). За dА примем площадь бесконечно тонкого коль-
ца толщиной d, расположенного на расстоянии  от центра круга 

ρπρ2 ddА  . 

Рис.2.25 

b 

h dy1 

y1 

x1 

y1 

b1 

y 

x 
C 
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Тогда 

.
32

π
2

π
4

ρπ2

ρπρ2ρρ

44

0

4

0

22

DR

ddAJ

R

R

A
p



 
                  

Теперь определим осевые моменты инер-
ции. Очевидно, что в силу симметрии 

;yx JJ   Можно доказать что pyx JJJ  . 

Откуда 

64
π

2

4DJ
JJ p

yx  . 

Кольцо 

Определим моменты инерции кольца, у 
которого R – наружный радиус, r – внутрен-
ний радиус (рис.2.27). Интегрируя полученное 
ранее выражение для полярного момента 
инерции круга в пределах от r до R, получим

.
32

)(π
2

)(πρρπ2

44

44
3

dD

rRdJ
R

r
p





 

 

Это выражение может быть представлено в виде 

)1(
32

π 4
4

cDJ p  , где D
dc  . 

Рис.2.27 

R 

y 

x 
r 

ρ 

dρ 

Рис.2.26 

R 
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x 
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ρ 

dρ 
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Соответственно )1(
64

π
2

4
4

cDJ
JJ p

yx  . 

Моменты инерции сечений сложной формы 

Момент инерции сечения сложной формы относительно некото-
рой оси равен сумме моментов инерций его составных частей относи-
тельно той же оси: 

... III
x

II
x

I
xx JJJJ , 

что непосредственно следует из свойств определенного интеграла. 
Таким образом, для вычисления момента инерции сложной фигуры 
надо разбить ее  на ряд простых фигур, вычислить моменты инерции 
этих фигур, а затем просуммировать их. 

Стандартные прокатные профили  

Промышленностью выпускаются стандартные прокатные профили 
(двутавр, швеллер, уголок равнобокий, уголок неравнобокий), кото-
рые могут быть использованы как готовые элементы конструкций. 
Размеры прокатных профилей стандартизированы и сведены в табли-
цы сортаментов прокатной стали (приведены в приложении). В этих 
таблицах приводятся размеры сечений и основные геометрические 
характеристики прокатных профилей в соответствии с их номером. 

Условие прочности при изгибе 
Как видно из формулы (2.1), нормальные напряжения   по высоте 

сечения изменяются по линейному закону. Максимального по моду-
лю значения напряжения достигают в крайних волокнах балки, при 

maxyy  : 

maxmaxσ y
J
M

x

x . 
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Следовательно, можно записать 

x

x

W
M

max , 

где 
maxy
JW x

x   – осевой момент сопротивления сечения. 

Для прямоугольного сечения, ширина которого b, а высота h  осе-

вой момент сопротивления сечения 
6

2bhWx  . 

Для круглого сечения диаметром d осевой момент сопротивления 

32
π 3dWx  . 

Максимальное нормальное напряжение возникает в опасном се-
чении балки, где изгибающий момент достигает наибольшей по мо-

дулю величины 
x

x

W
M max

maxσ  . 

Условие прочности при изгибе формулируется следующим обра-
зом: максимальное значение нормального напряжения в балке не 
должно превышать допускаемого напряжения. 

 
x

x

W
M max

max . 

Напряжения при поперечном изгибе 
В случае плоского поперечного изгиба, в сечениях балки действуют 

изгибающие моменты хМ  и поперечные силы yQ , которые связаны, 
соответственно, с нормальными   и касательными   напряжениями. 

Нормальные напряжения, возникающие при поперечном изгибе, 
могут определяться по формуле, полученной в случае чистого изгиба. 
Условия прочности по нормальным напряжениям имеют тот же вид, 
что и при чистом изгибе. 

Для определения касательных напряжений введем понятие стати-
ческого момента отсеченной части сечения. Рассмотрим поперечное 
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сечение балки шириной b(у) (рис. 2.28). На рас-
стоянии у от оси Ох проведем линию и отсечем 
часть сечения площади А*. 

Величина 
*

* )(
A

x ydAyS  называется стати-

ческим моментом отсеченной части сечения. 
 
Действующие в сечении касательные на-

пряжения, определяются по формуле Журав-
ского: 

)(
)(

τ
*

ybJ
ySQ

x

xy , 

где yQ  – поперечная сила, xI  – осевой момент инерции. 

Условие прочности по касательным напряжениям будет иметь 
вид: 

 











max

*
max

max )(
)(

yb
yS

I
Q х

x

y . 

При поперечном изгибе в произвольной точке сечения одновре-
менно действуют как нормальные, так и касательные напряжения. 
Балка находится при плоском напряженном состоянии, поэтому для 
оценки прочности в общем случае необходимо проверить выполне-
ние условий по нормальным и касательным напряжениям, а также 
провести расчет с использованием соотношений теории прочности, в 
которой учитывается совместное действие нормальных и касательных 
напряжений. 

Для обеспечения прочности балки из пластичного материала часто 
используется третья теория прочности, которая в случае плоского из-
гиба записывается в следующем виде: 

 στ4σσ 22 III
экв . 

у 

у 
х О 

b(y) 

Рис. 2.28 

А* 
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Рациональные формы поперечных сечений балок 

В большинстве случаев возникающие при изгибе балок нормаль-
ные напряжения значительно больше касательных напряжений. По-
этому при расчете на прочность определяющим является условие 
прочности по нормальным напряжениям. 

Величина maxσ  обратно пропорциональна xW . Поэтому рацио-

нальной формой поперечно-
го сечения балки будет та-
кая, для которой, при задан-
ной площади сечения, вели-
чина xW  является наиболь-

шей. 

Сечения равной площади 
bhА  , показанные на рис. 

2.29а и рис.2.29б имеют раз-

ные моменты сопротивления ( б
x

a
x WW  ) Поэтому при изгибе балки в 

вертикальной плоскости лучше использовать балку с сечением рис. 

2.36а, т.к. напряжения в ней a
xx WM /σmax   будут меньше, чем в бал-

ке с сечением, повернутым на 90о (рис. 2.29б). 

у 
у 

х х h 

b 
h 

b 

a) б) 

Рис. 2.29 

О О 

Рис. 2.30 
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Нормальные напряжения прямо пропорциональны координате 
точки у. Наибольшие значения σ возникают при maxуу  , а ближе к 

нейтральному слою напряжения меньше и материал там недогружен 
и он там не нужен. Стержни с сечениями в виде двутавра, швеллера, 
полых прямоугольников, колец (рис. 2.30), являются рациональными 
при изгибе. 

Вопросы для самоконтроля 
1. Что называется балкой? 
2. Какой вид нагружения называется изгибом? 
3. Какой изгиб называется чистым, поперечным?  
4. Как вычисляется изгибающий момент в поперечном сечении бал-

ки? 
5. Как вычисляются поперечная и продольная силы в поперечном се-

чении балки? 
6. Какие уравнения используются для определения значений опор-

ных реакций? 
7. Как проверить правильность определения опорных реакций? 
8. Как формулируется гипотеза плоских сечений? 
9. Что представляют собой нейтральный слой и нейтральная линия и 

как они расположены? 
10. По какой формуле определяются нормальные напряжения в попе-

речном сечении балки при чистом изгибе и как они изменяются по 
высоте балки? 

11. Что называется моментом сопротивления сечения и какова его 
размерность? 
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2.3  Кручение валов 

Основные понятия 

Кручением называется вид нагружения, при котором в поперечных 
сечениях стержня возникает 
единственный внутренний сило-
вой фактор – крутящий момент Т 
(рис. 2.31). Стержень, передаю-
щий крутящий момент, называ-
ется валом.  

Рассмотрим кручение валов круглого поперечного сечения. 

Положительным принято считать момент, направленный против 
хода часовой стрелки. 

Рассмотрим пример построения эпюры крутящего момента. 

Пример 2.4. Вал опирается на подшипники и нагружен крутящими 
моментами 101 M кНм, 252 M кНм, 353 M кНм (рис. 2.32). По-
строить эпюру крутящего момента Т. 

Решение. Воспользуемся методом сечений.  

Участок I, az  10 . 

1T = 0. 

Участок II, aza 22  . 

1012  MT кНм. 

Участок III, aza 42 3  . 
35213  MMT кНм. 

  

М 

М 

Т 

Рис. 2.31 

Т 
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Эпюра крутящего момента представлена на рисунке 2.32. 

  

ЭТ, кНм 

a a а а 
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z 

Рис. 2.32 
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Напряжения при кручении 

Опыты показывают, что если на поверхности стержня круглого се-
чения нанести прямоугольную сетку, а на торцевой поверхности на-
нести радиальные линии (рис. 2.33), то после деформации кручения 
будет выполняться следующее: 

 все образующие поворачиваются на один и тот же угол , 
следовательно, прямоугольники, нанесенные на поверхности, 
превращаются в параллелограммы; 

 поперечные сечения вала остаются круглыми, плоскими, 
расстояния между ними не меняются; 

 каждое сечение поворачивается относительно другого на не-
который угол , называемый углом закручивания; 

 радиальные линии на торцевой поверхности остаются пря-
мыми, их длина при деформировании не меняется. 

На основании этих опытов можно заключить, что в поперечных се-
чениях действуют только касательные напряжения  , направлен-
ные перпендикулярно к радиусу-вектору точки сечения (рис. 2.33). 
Выделим из стержня элемент в виде цилиндра радиуса   длиной dz  

(рис. 2.34). При кручении правый торец элемента повернется относи-
тельно левого на угол φd . При этом образующая СB повернется на 

угол  и займет положение СB1. Угол  называют углом сдвига. 

. 

K 

K1 

K 

K1 

 

 

 
dA 

 

+ 

z dz 

Рис. 2.33 

М 

М 
О 

. 
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Зависимость между   и   определяется законом Гука при сдвиге: 

γτ G  

Из треугольника ОBB1 находим φρdBB 1 . Из треугольника СBB1 

следует, что dzBB γ1 . Приравнивая правые части последних ра-

венств, определяем 

dz
dφργ  . 

Подставляя выражение для γ в закон Гука при сдвиге, получим: 

dz
dGG φργτ  .                                       (2.3) 

В поперечном сечении вала, расположенном на некотором рас-
стоянии z от торцевого (рис. 2.34), на элементарной площадке dA  бу-
дет действовать напряжение   и элементарная сила dAτ , момент ко-
торой относительно оси вала равен ( dAτ ). Следовательно, крутящий 
момент T , в сечении 


A

dAT ρτ .                                         (2.4) 

С 
B 

B1 

O 

d 
 

dz 

Рис. 2.34 

max 

Рис. 2.35 

ρ 
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Подставив выражение (2.3) в (2.4), находим 

ܶ = ∫ ߩܩߩ ௗఝ
ௗ௭஺ ܣ݀ = ܩ ௗఝ

ௗ௭ ∫ ଶߩ
஺ ܣ݀ = ௣ܬܩ

ௗఝ
ௗ௭

. 

Следовательно, 

pGJ
T

dz
d


φ .                                        (2.5) 

Величина Jp – полярный момент инерции – геометрическая ха-
рактеристика поперечного сечения. Величина pGJ  – называется же-

сткостью вала при кручении. Подставив выражение 
dz

dφ
 в формулу 

(2.3), получим 

ρτ
pJ

T
 . 

Таким образом, касательные напряжения при кручении прямо 
пропорциональны расстоянию от центра тяжести сечения до рассмат-
риваемой точки (рис. 2.35). Наибольшие напряжения возникают в 
точках сечения при R : 

R
J
T

p
maxτ . 

Обозначив 
R
J

W p
p   - полярный момент сопротивления сечения, 

получим формулу для максимальных касательных напряжений при 
кручении 

pW
Тmaxτ . 



 

89 
 

Для сплошного круглого сечения момент сопротивления равен 

162

33 DRW p
ππ

 . 

Для кольцевого сечения -   )1(
16

1
2

4
3

4
3

cDcRWp 
ππ ,  где 

Ddc / . 

Условие прочности при кручении 

Условие прочности при кручении формулируется следующим об-
разом: максимальное касательное напряжение, возникающее в опас-
ном сечении вала, не должно превышать допускаемого касательного 
напряжения 

][max
max 

pW
T

. 

Рассмотрим виды разрушения валов, изготовленных из различных 
материалов при кручении. Валы из пластичных материалов чаще все-
го разрушаются по поперечному сечению под действием касательных 
напряжений, действующих в этом сечении (рис. 2.36а). Валы из хруп-
ких материалов, разрушаются по винтовой поверхности, наклоненной 
к оси вала под углом 450(рис. 2.36б), т.е. по направлению действия 
максимальных растягивающих напряжений [1] (рис. 2.37). У деревян-
ных валов первые трещины возникают по образующим цилиндра, так 
как древесина плохо сопротивляется действию касательных напряже-
ний, направленных вдоль волокон (рис. 2.36в). 

Таким образом, характер разрушения зависит от способности ма-
териала вала сопротивляться воздействию нормальных и касательных 
напряжений. В соответствии с этим, допускаемые касательные на-
пряжения принимаются равным    pστ   – для хрупких материалов и 

   σ)6,0...5,0(τ   – для пластичных материалов. 
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Анализируя эпюру касательных напряжений (рис. 2.35) можно от-
метить, что наибольшие напряжения возникают у поверхности вала, в 
центральной части они значительно меньше, а на продольной оси – 
равны нулю. Следовательно, в сплошном валу материал, находящий-
ся в центральной части сечения, в значительной степени недогружен, 
его влияние на прочность вала мало. Поэтому при кручении стержня 
рациональным является кольцевое сечение. 

 

Деформации при кручении 

Из формулы (2. 5) следует, что dz
GJ

Td
p

φ . 

Если Т = const и pGJ = const, то, интегрируя это выражение, полу-

чим 

1φ C
GJ

zT

p
 , 

где 1C  – постоянная интегрирования. 

 

 

1 

1 

3 

3 

I 

II 

Рис. 2.37 

а) 

в) 

Рис. 2.36 

б) 
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Угол закручивания, приходящийся на единицу длины, называют 
относительным углом закручивания: 

.
pGJ

T
z



  

Условие жесткости 

Для обеспечения требуемой жесткости вала необходимо, чтобы 
наибольший относительный угол закручивания не превосходил до-
пускаемого: 

 θθ max
max 

pGJ
T . 

Эта формула выражает условие жесткости вала при кручении, где 
 [ߠ] допускаемый относительный угол закручивания. Величина - [ߠ]
назначается в зависимости от назначения и размеров вала. В машино-
строении рекомендуется задавать [ߠ] его равным 0,5⁰ на 1 м длины 
вала или в радианах [ߠ] = 0,0087 рад/м. 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какой вид нагружения называется кручением? 
2. Что называется валом? 
3. Что такое эпюра крутящего момента и как она строится? 
4. Какие закономерности деформации выявляются в опытах на кру-

чение стержня? 
5. Какие напряжения возникают в поперечном сечении круглого вала 

при кручении и как они направлены? 
6. Напишите формулу для определения напряжений в поперечном 

сечении круглого вала при кручении. 
7. Какое напряженное состояние возникает в каждой точке круглого 

вала при кручении? 
8. Напишите формулу для определения относительного и полного уг-

ла закручивания круглого вала. 
9. Что называется жесткостью вала при кручении?  
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10. Что называется полярным моментом сопротивления, в каких еди-
ницах он выражается и чему равен (для круга и кольца)? 

11. Чем объясняется, что вал кольцевого сечения при кручении эконо-
мичнее вала сплошного сечения? 

12. Чему равны наибольшие касательные напряжения при кручении 
вала? Где они возникают? 

13. Как разрушаются при кручении стальные, чугунные и деревянные 
валы? Как объяснить характер разрушения для каждого из этих ма-
териалов? 

14. Как производится расчет вала на прочность при кручении? 
15. Как выбираются допускаемые напряжения при расчете на круче-

ние? 
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3  ЗАДАЧИ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Основные требования к оформлению контрольной 
работы 

Контрольная работа выполняется в рабочих тетрадях, на 
титульном листе которой должны быть указаны название 
дисциплины, номер группы, фамилия и инициалы студента и шифр 
задания. Условия задач должны быть полностью переписаны, 
приведены все исходные числовые данные и чертежи-схемы с 
размерами, соответствующими шифру. 

Решение задач следует выполнять в соответствии с 
рекомендуемым порядком. Все результаты расчетов приводить с 
точностью до трех значащих цифр. Графическая часть работы 
выполняется с соблюдением масштабов и должна содержать 
расчетную схему, схему деформирования стержневой системы, 
формы сечений стержней. 

Исходные данные к заданию выбираются из соответствующих 
таблиц и рисунков согласно шифру. Шифр задается в виде 
двузначного числа по двум последним цифрам зачетной книжки. 
Номер схемы соответствует последней цифре шифра, а номер строчки 
в таблице – предпоследней цифре шифра. В задаче № 2 номер 
варианта выбирается по числу, составленному двумя последними 
цифрами шифра. 
 

Задача №1  Равновесие твердого тела под 
действием произвольной плоской системы сил 
Постановка задачи. Дано абсолютно твердое тело, находящееся 

под действием силы F  и силы тяжести груза Q, подвешенного на 
нити (рис.3.1). Массы тела, стержней и нитей, силы трения в шарнирах 
не учитываются. Принять 1a м. Данные взять из таблицы 1. 

Определить реакции связей. 
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Таблица 1 
№ строки F, кН Q, кН α, град. β, град. γ, град. 

0 3 2 30 45 30 
1 5 1 45 60 60 
2 3 2 30 30 60 
3 4 1 45 45 45 
4 3 4 30 60 45 
5 2 1 30 45 60 
6 3 2 30 30 60 
7 4 3 30 45 60 
8 4 1 45 45 30 
9 1 2 60 30 60 

 

Задача №2  Кинематика точки 
Постановка задачи. По заданному закону движения материальной 

точки )(1 tfx  , )(2 tfy   найти уравнение траектории )(xfy  .  
Для момента времени 1t с определить: 
- положение точки на траектории, проекции скорости на 

координатные оси и ее модуль, 
- проекции ускорения на координатные и естественные оси, 

модуль ускорения, радиус кривизны траектории. 
Результаты представить на рисунке, где необходимо нарисовать 

траекторию движения точки, указать точку начала движения при 0t
и ее положение при 1t с, изобразить векторы скорости, ускорения и 
их составляющие. 

Данные выбрать из таблицы 2. 
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Таблица 2 

ва
ри

ан
т 

 
(м) 

 
     (м)    ва

ри
ан

т  

 
(м) 

 
(м) 

00 3–2t² –5t 50     3cos(πt)       3sin(πt) 
01 3–cos(πt/3)      –1+sin(πt/3) 51 –3–2sin(πt/3) –cos(πt/3)+5 
02 –7cos²(πt/6) 7sin²(πt/6)+5 52 2sin(πt/6)–1 3cos(πt/6)+1 
03 7sin(πt²/6)–5 7cos(πt²/6)+1 53     5t²+5t/3–3      3t²+t+3 
04 8t 4t²+1 54     –2/(t+1)      –2–2t 
05 5–9cos²(πt/6) 3–9sin²(πt/6) 55  2–3cos(πt/3)  2sin(πt/3)–1 
06 –2–2t –2/(t+1) 56   4–2cos(πt/2)   4sin(πt/2)–1 
07 –2–2t² –6t 57    8sin(πt)    8cos(πt) 
08 5sin²(πt/6) 5cos²(πt/6) 58   4cos(πt/2)    2sin²(πt/4) 
09 4–5t²+5t/3 3–3t²+t 59         2t      t–3t² 
10 –4cos(πt/3) –2sin(πt/3)–3 60     2–3t–6t²    3–3t/2–3t² 
11 5t 7t²–3 61   4cos(πt/3)  –3sin(πt/3) 
12 7sin(πt/6) 2–7cos(πt/6) 62       5t²–3          8t 
13 3sin(πt/3)+3 3cos(πt/3)+1 63   3sin²(πt/6)   6cos²(πt/6) 
14 4cos²(πt/3)+2 4sin²(πt/3)–1 64     –5+2t²        4–3t 
15 4cos(πt/3) –3sin(πt/3) 65  3–9sin(πt/6) 5–9cos(πt/6) 
16 –8sin²(πt/6) 8cos²(πt/6)+2 66      3cos(πt/3)     3sin(πt/6) 
17 –4/(t+1) 4t+4 67   –4 (t+1)    4 (t+1) 
18 sin(πt/3)–1 –cos(πt/3)+3 68  –2sin(πt/3)  –4cos(πt/3)       
19 10cos(2πt/5) 10sin(2πt/5) 69    4 +2t–6t²    3+t–3t² 
20 –3cos(πt/3)+4 2sin(πt/3) 70 –2cos(πt/4) 4sin²(πt/4)–1 
21 –3cos(πt/6) 3sin(πt/6)+1 71 1+3cos²(πt/6)+ 3+3sin²(πt/6) 
22 5t²–5t/3–2 3t²–t+1 72      t²+2t+1     1/(t+1) 
23 3cos(πt/4) 2sin(πt/4) 73       3t²–5         7t 
24 –2t–2 –2/(t+1) 74  3cos²(πt/4)   4sin²(πt/4) 
25 t² 3t 75    2cos(πt/6)    3sin(πt/6) 
26 3t –5t²–4 76       4t²+2     1/(2t²+1) 
27 –3/(t+2) 3t+6 77   3–6sin(πt/6)  4–9cos(πt/6) 
28 3–3t/2–3t² 2–3t–6t² 78     3sin(πt/6) –6cos²(πt/6) 

)(1 tfx  )(2 tfy  )(1 tfx  )(2 tfy 
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29     3t²+2       –4t 79       2t+4         t² 
30        5t      3t²+1 80       8t+1      2t²–1 
31    –4t²+1       –3t 81   4sin²(πt/3)   4cos²(πt/3) 
32   5cos(πt/3)   –5sin(πt/3) 82       –4t       3t²+2 
33 2cos(πt/2)     2cos(πt/4) 83  10cos(πt/3)    10sin(πt/3) 
34      –5t       2t²+3 84   2cos(πt/2)    4sin²(πt/2) 
35         4t         t² 85  sin(πt/3)–1 cos(πt/3)+1 
36   2cos(πt/6)+1  2sin(πt/6)–2 86           2t         t²+3 
37        3t+6     –3/(t+2) 87  3sin(πt/2)  sin(πt/4) 
38    4sin(πt/2)    3sin(πt/2) 88     6sin(πt)    6cos(πt) 
39 2–7cos(πt/6) 3+7sin(πt/6) 89       2t²+1          8t 
40 8–6sin(2πt) 5–8cos(2πt) 90 2–3cos(πt/3)   2sin(πt/3) 
41 2(1–sin(πt)) 2(2–cos(πt)) 91         –8t       2t²+6 
42   5cos²(πt/6) –5cos²(πt/6) 92        3t+6     –3/(t+2) 
43        –3t²–4          5t 93   8cos²(πt/6)   8sin²(πt/6) 
44   5cos(πt/3)  –5sin(πt/3) 94    4sin(πt/6)   6cos(πt/6) 
45 6sin(πt/6)–2 6cos(πt/6)+3 95       4–2t       t²–2 
46       4t²+1         6t 96   10sin(πt/6) 4–8cos(πt/6) 
47     3–3t²+t 4–5t²+5t/3 97       4–2t      (t+1)² 
48  3sin(πt/3)  2sin(πt/3) 98       2t+2     2(t+1)² 
49        –6t     –2t²–4 99         2t       t²+1 

Задача №3  Преобразование простейших 
движений твердого тела 
Постановка задачи. Механизм состоит из груза 1, ступенчатого 

шкива 2 и колеса 3 (рис.3.2). Груз подвешен на нити, намотанной на 
одну из ступеней шкива 2. Поступательное движение груза задано 
уравнением 2ctbtax  , где cba ,,  – постоянные, t  – время. 
Вращение колеса 3 осуществляется благодаря фрикционной или 
ременной передачи. 

Определить скорость и ускорение точки М, лежащей на ободе 
колеса 3, в моменты времени c11 t , c22 t , если заданы радиусы 

2R , 2r  ступеней шкива 2  и  радиус 3R  колеса 3. 
Данные взять из таблицы 3. 
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Рис. 3.2 Схемы к задаче № 3 
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Таблица 3 

№ 
строки 

2R ,м 2r , м 3R ,м a ,м b ,м/c c ,м/с² 
0 1 0,75 0,6 0,08 0,06 0,4 
1 0,4 0,25 0,2 0,09 0,08 0,65 
2 0,2 0,15 0,1 0,06 0,03 0,35 
3 0,5 0,4 0,2 0,07 0,1 0,6 
4 0,2 0,1 0,2 0,06 0,12 0,75 
5 0,2 0,15 0,1 0,04 0,06 0,3 
6 0,3 0,15 0,1 0,06 0,03 0,5 
7 0,8 0,6 0,4 0,07 0,2 0,55 
8 1,05 0,55 0,35 0,08 0,05 0,6 
9 0,35 0,2 0,1 0,06 0,02 0,7 

Задача №4  Интегрирование дифференциальных 
уравнений движения материальной точки 

Постановка задачи. Тело D  массой 2m кг начинает 
движение с начальной скоростью A  в изогнутой трубке ABC , 
расположенной в вертикальной плоскости (рис.3.3). На участке AB  
длиной l  на тело, кроме силы тяжести, действует постоянная сила Q , 
направленная вдоль трубки от A  к B . Трением на этом участке 
пренебречь. 

В точке B  тело D , не меняя величины скорости, переходит на 
участок BC . При движении на этом участке на тело, кроме силы 
тяжести, действует сила трения скольжения с коэффициентом трения 

8,0f , а 0Q .  
Считая тело материальной точкой, определить скорость тела в 

положении B , время движения на участке BC  и длину участка BC , 
предполагая, что в точке С тело остановится ( 0С ). 
 Данные взять из таблицы 4. 
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Рис. 3.3. Схемы к задаче № 4 
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Задача №5  Расчет стержневой системы 
Постановка задачи. Стержневая система находится под действием 

силы F , приложенной в точке С  (рис.3.4). Длины стержней 1l  и 2l , 
формы поперечных сечений, материал первого стержня выбираются 
по шифру из таблицы 5. Материал второго стержня - сталь Ст. 3. 
Толщина стенок коробчатого и кольцевого сечений равна 

Dtbt 2,0;2,0  , где t  - толщина стенки, b  - сторона квадратного 
коробчатого сечения по наружному контуру, D  - наружный диаметр 
кольцевого сечения. Коэффициент запаса прочности при растяжении 

5,1pn , при сжатии - 2сжn . Характеристики используемых 

материалов приведены в таблице 6, где p0  - предельное 

напряжение на растяжение, сж0  - предельное напряжение на 
сжатие. 

Необходимо: 
1. Определить нормальные силы в стержнях 21, NN . 
2. Выбрать материал первого стержня из предложенных двух 

материалов, сравнивая их прочности. Назначить допускаемые 
напряжения. 

3. Из условия прочности определить площадь поперечного 
сечения каждого стержня  σ/NA  , найти его размеры или номер 
прокатного профиля. 

4. Определить абсолютную деформацию стержней.  

Таблица 4 

№   
п/п 

Aυ ,  
м/с 

Q ,  
Н 

l , 
 м 

№   
п/п 

Aυ ,  
м/с 

Q , 
 Н 

l ,  
м 

0 2,0 60 1,0 5 1,6 40 0,2 
1 2,5 80 0,6 6 1,4 30 0,5 
2 1,2 40 0,8 7 2,2 20 0,7 
3 1,6 20 0,4 8 2,4 15 0,9 
4 1,8 50 0,3 9 2,6 10 1,2 
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Таблица 5 
№ 
п/п 

F, 
МН 

l1, 
м 

l2, 
м 

Формы сечений стержней Материал первого 
стержня первого второго 

1 0,2 0,8 2,2 сплошное  
квадратное 

швеллер СЧ-12-28 или алюми- 
ниевый сплав Д1 2 0,25 0,9 2,4 двутавр 

3 0,15 1,0 2,6 сплошное 
прямоугольное 

h/b=2 

равнобокий 
уголок CЧ-15-32 или 

сталь Ст. 2 4 0,1 1,1 2,8 швеллер 
5 0,25 1,2 3,0 сплошное 

круглое 

двутавр СЧ-35-56 или титано- 
вый сплав ВТ-9 6 0,2 1,3 3,2 равнобокий 

уголок 
7 0,15 1,4 3,4 коробчатое  швеллер СЧ-28-48 или  

сталь Ст. 30 8 0,2 1,5 3,6 квадратное двутавр 

9 0,25 1,6 3,8 кольцевое 
круглое 

равнобокий 
уголок СЧ-21-40 или алюми- 

ниевый сплав Д16 0 0,3 1,7 4,0 швеллер 
       

Таблица 6 
Материал Марка Е, МПа 0 p, МПа 0 сж, МПа 

Серый 
чугун 

СЧ-12-28 

1,2105 

120 500 
СЧ-15-32 150 600 
СЧ-21-40 210 760 
СЧ-28-48 280 900 
СЧ-35-56 350 1080 

Сталь 
Ст. 2 

2105 
200 200 

Ст. 3 240 240 
Ст. 30 290 290 

Алюминиевый 
сплав 

Д 1 
0,7105 

200 200 
Д 16 300 300 

Титановый сплав ВТ 9 1105 610 610 
 

 



103 
 
 

Рис. 3.4. Схемы к задаче № 5 
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Задача №6  Расчет балки на прочность 
Постановка задачи. Дана статически определимая балка (рис.3.5). 

Длины участков, величины сил qaF   и моменты 2qaM   
определяются по данным из таблицы 7. Материал балки – сталь Ст.3. 
Допускаемые напряжения:   МПа160σ  ,   МПа100τ  . Поперечное 
сечение балки – двутавр. 

Требуется: 

1. Определить опорные реакции. 
2. Построить эпюры внутренних сил. 
3. Подобрать из условия прочности номер двутавра.  
4. Проверить прочность балки по касательным напряжениям. 

 

 

Таблица №7 
№ 
п/п 

a, 
м 

q, 
кН/м   

1 0,8 5 1,2 2,1 
2 1,0 6 1,4 1,9 
3 1,2 7 1,6 1,7 
4 1,4 8 1,8 1,5 
5 1,6 9 2,0 1,3 
6 0,8 10 1,8 1,1 
7 1,0 11 1,6 1,3 
8 1,2 12 1,4 1,5 
9 1,4 13 1,2 1,7 
0 1,6 14 1,0 1,9 
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Задача №7  Кручение вала круглого сечения 
Постановка задачи. К валу приложены крутящие моменты: 1M , 

2M , 3M , 4M  (рис.3.6).  
Требуется: 

1) построить эпюру крутящих моментов; 
2) при заданном значении допускаемого касательного 

напряжения 80][   МПа по условию прочности определить диаметр 
вала из расчета на прочность и округлить его величину до 
ближайшего большего значения из данного ряда диаметров 30, 35, 
40,45, 50, 60, 70, 80, 90, 100 мм; 

3) построить эпюру углов закручивания, принимая модуль 
сдвига MПа1077,0 5G ; 

4) найти наибольший относительный угол закручивания. 
Данные взять из таблицы 8. 
 
 

Таблица 8 
Номер 
строки 

Расстояния, м Моменты, кНм 
а b с М1; М3 М2; М4 

1 1,1 1,1 1,1 2,1 1,1 
2 1,2 1,2 1,2 2,2 1,2 
3 1,3 1,3 1,3 2,3 1,3 
4 1,4 1,4 1,4 2,4 1,4 
5 1,5 1,5 1,5 2,5 1,5 
6 1,6 1,6 1,6 1,6 0,6 
7 1,7 1,7 1,7 1,7 0,7 
8 1,8 1,8 1,8 1,8 0,8 
9 1,9 1,9 1,9 1,9 0,9 
0 2,0 2,0 2,0 2,0 1,0 
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Рис. 3.6. Схемы к задаче № 7 
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4  ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Задача №1  Равновесие твердого тела под 
действием произвольной плоской 
системы сил 

Постановка задачи. Дано абсолютно твердое тело, находящее-
ся под действием силы кН4F , и силы тяжести подвешенного на 
нити груза кН2Q  (рис.4.1). Массы тела, стержней и нитей, силы 

трения в шарнирах не учитываются.  м5,2AC , м2CD , м5,1BD , 
030 , 045 , 060 . 

Определить реакции связей. 

Решение 
Направим ось x  вдоль стержня. Изобразим стержень свободным 

от связей, а их действия заменим реакциями AX , AY , BR . Силу тяже-

сти груза Q  направим от точки C  вдоль нити (рис.4.2). Для плоской 

произвольной системы сил составим уравнения равновесия: 

 
k

kA Fm 0)( ,     0sinsincos  ACQADFABRB ; 

 
k

kxF 0 ,     0sincoscos  BA RFQX ; 

 
k

kyF 0 ,     0cossinsin  BA RFQY . 

  

Рис. 4.2 
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Решая уравнения находим: 

.кН68,3
м6866,0

м5,2707,0кН2м5,4866,0кН4





BR  

кН25,15,0кН68,35,0кН4707,0кН2 AX , 

кН69,1866,0кН68,3866,0кН4707,0кН2 AY . 

Сделаем проверку вычисления реакций, составив дополнительное 
уравнение: 

 
k

AkB BDFBCQABYFm sinsin)(  

 м5,1866,0кН4м5,3707,0кН2м6кН69,1  
мкН01,0мкН15,10мкН14,10  . 

В результате округления чисел, вместо равенства нулю получилось 
число мкН01,0  . Определим относительную погрешность вычисле-

ний: 

%099,0
мкН15,10

%100мкН01,0





 . 

Относительная погрешность вычислений менее %1  допустима. 

Ответ: кН25,1AX , кН69,1AY , кН68,3BR . 

Задача №2  Кинематика точки 
Постановка задачи. Точка движется в плоскости Oxy  по закону: 

2632 ttx  (м), 235,13 tty  (м). 

Найти уравнение траектории движения )(xfy  .  

Для момента времени c1t  определить: 
- положение точки на траектории, проекции скорости на координат-
ные оси и ее модуль, 
- проекции ускорения на координатные и естественные оси, модуль 
ускорения, 
- радиус кривизны траектории. 
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Решение 

1) Найдем уравнение траектории.  
Из уравнений движения исключим параметр t . Второе уравнение 

запишем в виде 26362 tty   и найдем разность 42  xy . Это и 

есть уравнение траектории (уравнение прямой). Следовательно, дви-
жение точки прямолинейное. Так как время изменяется в интервале 

 t0 , то координаты точки изменяются в интервалах 
 xсм2 ,  yсм3 . Начальное положение точки при 00 t  

определяется координатами м20 x ; м30 y ; м)3;м2(0M . Для мо-

мента времени c11 t   м76321 x ; м5,135,131 y ; 

м)5,1;м7(1 M . Прямую строим по двум точкам: 0M  и 1M  (рис.4.3). 

2) Определим скорость точки. 
Сначала найдем проекции скорости на оси x, y: 

tttx tx 123)632( '2   ; 

ttty ty 65,1)35,13( '2   . 

В момент времени c11 t : м/с15)1(
1

 xx , 

м/с5,7)1(
1

 yy . 

Модуль скорости м/с77,1622
1 11

 yx . 

На рис.4.3 от точки 1M проведем оси x , y  и на них отложим  

1x , 
1y , по которым построим вектор скорости, направленный по 

касательной к траектории. В случае прямолинейного движения точки 
вектор скорости направлен вдоль траектории. 

3) Определим ускорение точки. 
Проекции ускорения на оси x, y:  

2м/с12 xxa  ,      2м/с6 yya  . 
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Модуль ускорения точки 222 м/с42,13 yx aaa . 

На рис.4.3 от точки 1M  проведем оси xa , ya  и отложим на них 
1xa ,

1ya . Вектор ускорения 1a  построим по составляющим 
1xa , 

1ya . 

Обратим внимание, что единицы измерений координат x , y  про-

екций скорости x , y  и ускорения xa , ya  отличаются. Поэтому при 

построении траектории, векторов скорости и ускорения могут быть 
назначены разные единицы масштаба. 

4) Определим составляющие ускорения на касательную и главную 
нормаль. Найдем радиус кривизны траектории. 

Направим вдоль вектора скорости касательную, а перпендику-
лярно касательной – главную нормаль. На эти оси спроектируем ко-
нец вектора ускорения. Таким образом, вектор ускорения расклады-
вается на касательную и нормальную составляющие: naaa   , а 

модуль ускорения равен 22
naaa   . 

Касательное ускорение вычисляется по формуле:  

2см/42,13
77,16

)6()5,7()6()15(









yyxx aa

a . 

Тогда можно определить нормальное ускорение  

х,м 

у,м 
М0 

М1 
1 2 0 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 

1 

3 

2 

-1 

-2 

1x
1xa

 
1ya

 
1y

Рис. 4.3 

1
1a

см/,x 2м/с,xа  

м/с,у  

2м/с,уа
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042,1342,13 2222  aaan .
 

Радиус кривизны траектории  0/42,13/ 22
na . 

Ответ: Уравнение траектории: 42  xy ;  

м/с15
1

 x ,   м/с5,7
1

 y ,   м/с77,161  ;  

2м/с12xa ,   2м/с6ya ,   2м/с42,13 aa  

0na ;  

 .  

Поскольку 0a , то движение точки будет ускоренным – на ри-

сунке векторы скорости и касательного ускорения имеют одинаковые 
направления. Касательное ускорение точки постоянное (не зависит от 
времени), следовательно, движение точки будет равноускоренным. 

Задача №3  Преобразование простейших дви-
жений твердого тела 

Груз 1 (рис.4.4) движется поступательно и прямолинейно по закону 

(м)2,116,007,0 2ttx  . Радиусы колеса м3,03 R  и ступеней шки-

ва 2  м12 R ,  м6,02 r .  

Определить скорость и ускорение точки M , лежащей на ободе ко-
леса 3, в моменты времени c11 t ,  c22 t . 

Решение 
Скорость груза 1: (м/с)4,216,01 tx   . Все точки, лежащие на 

окружности радиуса 2r  шкива 2, имеют скорости, равные скорости 

груза 1:  1 NL .  

Точка N  движется по окружности. Ее скорость 22 rN . Отсюда 

угловая скорость шкива будет  1

2
2 c

6,0
4,216,0  t

r
N . 
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Все точки ремня имеют одинаковые скорости, поэтому 
(м/с)4,216,0 tLKM  .  

Скорость точки M , движущейся по окружности радиуса 3R , равна 

33 RM . Отсюда угловая скорость колеса 1

3
3 c

3,0
4,216,0  t

R
M . 

Угловое ускорение колеса 3 будет 2
33 c8   . 

Вектор ускорения точки M : nM aaa   . Касательное ускорение 

направлено по касательной к траектории точки M  и равно 
2

33 м/c4,2 Ra . Оно не зависит от времени t  и положительно, 

следовательно, колесо 3 вращается равноускоренно. Нормальное ус-
корение направлено к оси вращения и равно 

2
2

2
2
33 м/c

3,0
)4,216,0(3,0 tRan


 . Модуль ускорения точки M :  

22
nM aaa   . 

Определим искомые величины. 

При c1t : м/с56,214,216,0)1(
1

 MM ; 2м/c4,2)1( a , 

2м/c8,21)1( na , 222 м/с9,218,214,2)1( Ma . При c2t : 

м/с96,424,216,0)2( M ; 2м/c4,2)2( a , 2м/c82)2( na , 

222 м/с82824,2)2( Ma . 

x 

M 

1 

2 

3 K 

L 
M  

a  
na  

3R
K

 N

 

1  

L  

N 

2R
 

2r  

Рис. 4.4 
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Итак, ускорение точки M переменное и существенно возрастает с 
увеличением t . 

Задача №4  Интегрирование дифференциаль-
ных уравнений движения матери-
альной точки 

Тело D  массы кг2m  начинает поступательное движение в труб-
ке ABC , расположенной в вертикальной плоскости, с начальной ско-
ростью см/2,2A  под действием силы тяжести  и силы  H20Q   
(рис.4.5). 

Длина участка м7,0 lAB . Трением на участке AB  пренебречь. 
На участке BC  на тело кроме силы тяжести действует сила трения 
скольжения. Коэффициент трения  68,0f . Сила 0Q . 

Определить скорость тела в точке B, время движения тела на уча-
стке BC и длину участка  BC , предполагая, что  0C . 

Решение 
 Сначала рассмотрим движение тела на участке AB . Направим ось 

x вдоль AB  и составим дифференциальное уравнение движения тела 
на этом участке:  

045sinPQ
dt
dm 
 , 

где  mgP вес тела,  2см/10g . Преобразуем ускорение к виду: 

dx
d

dx
d

dt
dx

dt
d 





 . 

D 

450 A C 

х 

300 

D 

х1 

у 

у1 

В 

Av

N  N  Q  

P  P  

трF

450 300 

Рис. 4.5 
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Вычислим Н86,5707,0м/с10кг2H2045sin 20  PQ . Имеем 
при 0x  скорость A )0( ; при lx    Bl  )( .  

Разделяя переменные, интегрируем дифференциальное уравне-
ние: 

 





B

A

l
dxd

0
86,52 . 

Отсюда  lAB 86,5)
22

(2
22







. 

Скорость тела в точке B :      см/859,07,086,52  AB . 
Теперь рассмотрим движение тела на участке BC . Направим ось 

1x  от точки B  в сторону движения тела. На тело D  действуют силы: 
NFP тр ,, . Реакцию трубки N  найдем из уравнения равновесия:  

030cos 0
1


k

ky PNF , Н32,17866,0м/с10кг230cos 20  mgN . 

По закону Кулона сила трения   H78,1168,0H32,17  NfFтр . 

В начальном положении тела (в точке B ) время 0t , координата 
0)0(1 x , скорость B )0( . В конечном положении тела  (в точке 

C ) время BCtt  , координата stx BC )(1  и по условию задачи ско-
рость  0)(  CBCt . 

Согласно второму закону динамики составим дифференциальное 
уравнение движения тела (материальной точки) в проекции на ось 1x : 

трFP
dt
dm 
 030sin . 

Правая часть уравнения: Н78,1Н78,115,0м/с10кг2 2  . Пере-
несем dt  в правую часть и интегрируем: 

 




t
dtd

B 0
78,12 ,     tB 78,1)(2      или     tB 89,0 . 

Заменив   на 0С  и t  на BCt , найдем время движения тела на 
участке BC : c965,089,0/859,0 BCt . Скорость тела   выразим че-
рез первую производную от координаты 1x : 
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t
dt
dx

B 89,01  . 

Перенесем dt  в правую часть и интегрируем 

  
BCBC ts t

B tdtdtdx
00 0

1 89,0 . Отсюда  м415,02/89,0 2  BCBCB tts . 

Ответ:   м/с859,0B ,   c965,0BCt ,   м415,0 BCs . 

Задача №5  Расчет стержневой системы 

Стержневая система находится под действием силы H108 5F , 
приложенной в т. C  (рис.4.6). Длины стержней м6,11 l , м8,22 l . 

Формы поперечных сечений: первого - коробчатое квадратное, второ-
го - равнобокий уголок. Материал первого стержня - серый чугун мар-
ки СЧ-12-28 ( МПа1200  р , МПа5000  сж ) или алюминиевый 

сплав Д1 ( МПа2000  р , МПа2000  сж ). Материал второго стерж-

ня - сталь Ст. 3 ( МПа24000  сжр ). Толщина стенок коробчатого и 

кольцевого сечений равна bt 2,0 . Коэффициент запаса прочности 
при растяжении 5,1pn , при сжатии - 2сжn . 

Необходимо: 
1. Определить нормальные силы в стержнях 21, NN . 
2. Выбрать материал первого стержня из предложенных двух 

материалов, сравнивая их характеристики прочности. Назна-
чить допускаемые напряжения. 

3. Определить площадь поперечного сечения стержней, найти 
его размеры или номер прокатного профиля. 

4. Определить абсолютную деформацию стержней. 

Решение 
1. Определение внутренних усилий в стержнях. 

Используя метод сечений, рассечем стержни (рис. 4.7), отбросим 
нижнюю часть, заменим влияние отброшенных частей стержней рас-
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тягивающими нормальными силами 1N  и 2N . На рис. 4.7 изображе-

на расчетная схема данной системы. 

Запишем уравнения равновесия для полученной системы сил в ви-
де сумм проекций сил на оси x и y: 

  0kxF :                ;0αsin2  NF  

  0kyF :               0cos21  NN ; 

где 573,08,2/6,1/cos 21  ll ,  

82,0573,01cos1sin 22  . 

Из уравнений определим 1N  и 2N : 

                      H108,9
82,0
108

sin
5

5

2 






FN , 

H106,5573,010108,9cos 555
21  NN  

Усилие 1N  отрицательно, следовательно, первый стержень сжат. 

Усилие 2N  положительно, следовательно, второй стержень растя-

нут. 
2. Определение допускаемых напряжений. 

Так как первый стержень сжат, то в качестве материала для него 
выбираем серый чугун СЧ-12-28, предел прочности на сжатие которо-
го превышает 0сж для алюминиевого сплава Д1.  

Рис. 4.7 

α 

x 

y 

1 2 

F 

N1 

N2 

α 

Рис. 4.6 

2 

F 

1 
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Допускаемое напряжение на сжатие для материала СЧ-12-28 равно  

  МПа250
2

50010
1 

сж

сж
сж n

. 

Второй стержень растянут; допускаемое напряжение для него рав-
но 

  МПа160
5,1

24020
2 




р

р
р n

. 

3. Определим площадь поперечного сечения первого стержня 

24
6

5

1

1
1 м104,22

10250
106,5

][









сж

N
A . 

Площадь коробчатого сечения при bt 2,0  
равна 

222
1 64,0)6,0( bbbA   (см. рис. 4.8). 

Отсюда находим  

м0592,0
64,0
104,22

64,0

4
1 




Ab . 

Размер b  округляем в большую сторону до целого значения в 
миллиметрах, оканчивающегося на »0«   или »5« : 

мм2,59м0592,0 b , округляя, получим м06,0мм60 b . Тогда 
фактическая площадь сечения равна 

2422
1 м102306,064,064,0  bА ф . 

Определим размеры сечения второго стержня 

24
6

5

2

2
2 м103,61

10160
108,9

][









p

NA . 

Из таблицы сортамента прокатной стали (ГОСТ 8509-72) подбираем 
равнобокий уголок с таким расчетом, чтобы площадь его сечения бы-

ла не меньше требуемой  224
2 мс3,61м103,61  A .  

b 

0,2b 

Рис.4.8 



119 
 

Этому условию удовлетворяет уголок №20(16), у которого 
2

22 мс62 табл
ф АA . 

4. Определим абсолютную деформацию стержней, используя закон 
Гука. 
Первый стержень укорачивается  

мм61,3м1061,3
1023102,1

8,2106,5 3
411

5

11

11
1 




 


фAE
lNl . 

Второй стержень удлиняется 

мм26,1м1026,1
1062102
6,1108,9 3

411

5

22

22
2 




 


фAE
lNl . 

Задача №6  Расчет балки на прочность 
Дана статически определимая балка (рис.4.9). На нее действует си-

ла кН10F , момент 
мкН20 М , распределенная 

сила  мкН/10q , м1a . 
Материал балки – сталь Ст.3. 

Допускаемые напряжения: 
  MПa160 ,   MПa100 ;  

Поперечное сечение балки – 
двутавр. 

 
 
Требуется: 
1. Определить опорные реакции, 
2. Построить эпюры внутренних сил, 
3. Подобрать из условия прочности номер двутавра,  
4. Проверить прочность балки по касательным напряжениям. 

Решение 
1. Определение опорных реакций  

В опорах балки в т. A  и D  введем силы реакций опор (рис.4.10). В 
шарнирно-неподвижной опоре A  это две составляющие реакции AY  

Рис. 4.9 

F  

а 2а а 

q M 
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и AZ . В шарнирно-подвижной опоре D  - одна вертикальная реакция 

DR . 

Система сил, действующих на балку, представляет собой плоскую 
произвольную систему сил. Для такой системы сил можно составить 
три независимых уравнения равновесия. Составим уравнения равно-
весия. 

0:0  AZZ . 

0
2
334:0  aFaqaMaYM AD , 

0
2
3334:0 






  MaaqaaFaRM DA . 

Решая эти уравнения, находим реакции опор: 

кН75,8
14

104520
4
5,4 2





a

aFqaMYA . 

кН25,31
14

207530
4

5,73 2





a
MqaaFRD . 

Проверяем правильность определения реакций. Для этого  соста-
вим еще одно уравнение равновесия, а именно сумму проекций сил 
на вертикальную ось «у». 

03:0  BA RFqaYY , 

025,31103075,8  , 
04040  , 

00  . 

2. Определение внутренних сил, построение эпюр. 
Участок АВ : az  10  (рассматривается часть балки слева от сече-

ния, рис.4.10) 
кН75,8)( 1  Ay YzQ , 

мкН75,8)( 111  zzYzM Ax . 
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Вычисляем yQ , xM  на границах участка:  

При 01 z ,     кН75,8yQ ,  0xM ; 

При м11 z ,  кН75,8yQ ,  кНм75,8xM . 

Участок ВС: aza 2 3  (рассматривается часть балки слева от сече-

ния). 
)1(1075,8)()( 222  zazqYzQ Ay . 

2
22

2
222 )1(52075,8

2
)()(  zzazazqMzRzM Ax . 

Поперечная сила yQ  является линейной функцией. 

Изгибающий момент xM  является квадратичной функцией. 

Вычисляем yQ , xM  на границах участка:  

При м12 z ,  кН75,8)11(1075,8 yQ ,  кНм75,8xM ; 

При м32 z , кН25,11)13(1075,8 yQ , 

                        кНм25,262520375,8 2 xM . 

На участке yQ  имеет разные знаки на границах участка. Опреде-

лим точку с абсциссой 0z , в которой 0yQ . Для этого приравняем 

выражение yQ  нулю.  

0)1(1075,8)( 00  zzQy .  

Решая это уравнение, находим 0z : 

м875,11
10
75,8

0 z  

В этой точке xM  будет иметь экстремум 

кНм58,32875,0520875,175,8 2
max

xM . 

Участок СD az  30  (рассматривается часть балки справа от сече-

ния, рис.4.10). 

333 1025,31)( zqzRzQ Dy  , 
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2
33

3
333 525,31

2
)( zzzqzzRzM Dx  ; 

При 03 z ,    кН25,31yQ ,   0хМ ; 

При м13 z , кН25,21yQ ,  кНм25,26хМ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

По полученным значениям строим эпюры yQ  и xM  для всей бал-

ки. Построенные эпюры следует проверить, используя правила про-
верки эпюр. 

Рис. 4.10. 

F 

а 2а а 

q 

z1 

z2 

z3 

A 
B C 

D 

RD YA 

ZA 

z0=1,875 м 

8,75 8,75 

11,25 

31,254 

8,75 

28,75 

21,25 

26,25 

QУ 
[кН] 

МХ 

[кНм] 

y 

М 

32,58 
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3. Подбор размеров поперечного сечения балки двутаврового се-
чения. 

По эпюре xM  находим значение изгибающего момента в опасном 

сечении: 
кНм58,32maxmax  xx MМ . 

Из условия прочности при изгибе ][max 
x

x

W
M , находим необходи-

мый момент сопротивления двутавра 

336
6

3
max см6,203м106,203

10160
1058,32

][








 x
x

M
W . 

Из таблицы сортамента ГОСТ 8239-72 по величине xW  находим 

ближайший двутавр у которого x
табл

x WW  . В нашем примере это 

двутавр №20а  3см203табл
xW . 

Так как x
табл

x WW  , то наибольшие напряжения max  будут больше 

][ . Таким образом двутавр будет перегружен. Допускаемая пере-

грузка   должна быть не больше 5%. 
В нашем примере: 

МПа5,160
10203

1058,32
6

3
max

max 




табл

x

x

W
M

, 

перегрузка составляет 

%5%31,0%100
160

5,160160
%100

][
][max 







 , 

что допустимо. 

4. Проверка прочности по касательным напряжениям 
Проверка прочности по касательным напряжениям проводится по 

формуле Журавского 

 





x

xy

Jd
SQ max

max . 
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кH25,31maxmax  yy QQ . 

Для двутавра №20a: 363 м10114см114 xS ,

 м102,5мм2,5 3d , 484 м102030см2030 xJ , 

МПа4,33Па104,33
102030102,5
101141025,31 6

83

63

max 








. 

Так как МПа100][МПа4,33max  , двутавр №20a удовлетво-

ряет условию прочности по касательным напряжениям. 

Задача №7  Кручение вала круглого сечения 

К валу приложены крутящие моменты: кНм231  MM ,  

кНм6,142  MM  (рис.4.11). Расстояния м2,1 cba , допускае-
мое касательное напряжение МПа80][  , модуль сдвига 

МПа1077,0 5G . 

a c 

A 

M3 M2 

D 

M4 

a 

M1 

B 

b 

0,8 

1,2 

0,4 

1,6 

T, кНм 

Рис. 4.11  

К С 
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Требуется: 

1) построить эпюру крутящих моментов; 
2) при заданном значении допускаемого касательного напря-

жения МПа80][   по условию прочности определить диаметр вала 

из расчета на прочность и округлить его величину до ближайшего 
большего значения из данного ряда диаметров 30, 35, 40,45, 50, 60, 
70, 80, 90, 100 мм; 

3) найти наибольший относительный угол закручивания. 

Решение 
1. Построение эпюры крутящих моментов. 

Крутящие моменты, возникающие в поперечных сечениях бруса, 
определяются с помощью метода сечений. В данном примере опре-
делять внутренние моменты по участкам удобнее, начиная от правого 
свободного края.  

Рассекая последовательно каждый участок вала, и отбрасывая ле-
вую часть вала, из уравнений равновесия получим: 

I участок (КD) 
МПа6,141  МT , 

II участок (DC) 

 кНм4,026,1342  ММT , 

III участок (СВ) 

 кНм2,16,126,12343  МММT , 

IV участок (ВА) 

 кНм8,026,126,112344  ММММT . 

По значениям этих моментов строим эпюру T  в выбранном мас-
штабе (рис.4.11). 

2. Определение диаметра вала. 
Максимальный по модулю крутящий момент равен 

кНм6,1max T . 

Из условия прочности при кручении вала  
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 
pW

T
max

max  

определяем полярный момент сопротивления сечения вала: 

33
26

3
max м1002,0

Н/м1080
Нм106,1

][









T

Wp . 

Диаметр вала мм7,46м0467,0
14,3

м1002,01616
3

33
3 








pW

d . 

Округляем до ближайшего большего значения: м05,0мм50 d . 

3. Определение наибольшего относительного угла закручива-
ния. 

pJG
T


 max
max , 

где 1max TT  .  

Вычисляем: pGJ  – жесткость сечения вала при кручении. 

Полярный момент инерции круга 

  48
84424

м1033,61
32

10514,3
32

10514,3
32














dJ p . 

Модуль сдвига  МПа1077,0 5G . 

Жесткость вала при кручении  23 Нм102,47 pGJ . 

Относительный угол закручивания 

рад/м0339,0
Hм102,47
Hм106,1

23

3
1 








pJG

T . 
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П Р И Л О Ж Е Н И Я 

Сортамент прокатной стали в соответствии с ГОСТ 8239-72, 8240-72, 8510-72 

Двутавры 

Т а  б  л и  ц  а 9  

Номер 

 балки 

Размеры, мм Площадь 

 сечения,  

см
2 

Масса  

1м, 

кг 

Справочные величины для осей 

x – x y –y 

h b d t Ix, 

см
4 

Wx, 

см
3 

ix, 

см 

Sx, 

см
3 

Iy, 

см
4 

Wy, 

см
3 

Iy, 

см 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

10 100 55 4.5 7.2 12.0 9.46 198 39.7 4.06 23.0 17.9 6.49 1.22 

12 120 64 4.8 7.3 14.7 11.50 350 58.4 4.88 33.7 27.9 8.72 1.38 

14 140 73 4.9 7.5 17.4 13.70 572 81.7 5.73 46.8 41.9 11.50 1.55 

d 

х 

у 

h 

b 

x 

y 

t 

(b-d)/4 
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Продолжение таблицы 9 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

16 160 81 5.0 7.8 20.2 15.90 873 109.0 6.57 62.3 58.6 14.50 1.70 

18 180 90 5.1 8.1 23.4 18.40 1290 143.0 7.42 81.4 82.6 18.40 1.88 

18а 180 100 5.1 8.3 25.4 19.90 1430 159.0 7.51 89.8 114.0 22.80 2.12 

20 200 100 5.2 8.4 26.8 21.00 1840 184.0 8.28 104.0 115.0 23.10 2.07 

20а 200 110 5.2 8.6 28.9 22.70 2030 203.0 8.37 114.0 155.0 28.20 2.32 

22 220 110 5.4 8.7 30.6 24.00 2550 232.0 9.13 131.0 157.0 28.60 2.27 

22а 220 120 5.4 8.9 32.8 25.80 2790 254.0 9.22 143.0 206.0 34.30 2.50 

24 240 115 5.6 9.5 34.8 27.30 3460 289.0 9.97 163.0 198.0 34.50 2.37 

24а 240 125 5.6 9.8 37.5 29.40 3800 317.0 10.10 178.0 260.0 41.60 2.63 

27 270 125 6.0 9.8 40.2 31.50 5010 371.0 11.20 210.0 260.0 41.50 2.54 

27а 270 135 6.0 10.2 43.2 33.90 5500 407.0 11.30 229.0 337.0 50.00 2.80 

30 300 135 6.5 10.2 46.5 36.50 7080 472.0 12.30 268.0 337.0 49.90 2.69 

30а 300 145 6.5 10.7 49.9 39.20 7780 518.0 12.50 292.0 436.0 60.10 2.95 

33 330 140 7.0 11.2 53.8 42.20 9840 597.0 13.50 339.0 419.0 59.90 2.79 

36 360 145 7.5 12.3 61.9 48.60 13380 743.0 14.70 423.0 516.0 71.10 2.89 

40 400 155 8.3 13.0 72.6 57.00 19062 953.0 16.20 545.0 667.0 86.10 3.03 

45 450 160 9.0 14.2 84.7 66.50 27696 1231.0 18.10 708.0 808.0 101.00 3.09 

50 500 170 10.0 15.2 100.0 78.50 39727 1589.0 19.90 919.0 1043.0 123.00 3.23 

55 550 180 11.0 16.5 118.0 92.60 55962 2035.0 21.80 1181.0 1356.0 151.00 3.39 

60 600 190 12.0 17.8 138.0 108.00 76806 2560.0 23.60 1491.0 1725.0 182.00 3.54 
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Швеллеры 

 

Т а  б  л и  ц  а 10  

№ 

про- 

филей 

Масса  

1м, 

кг 

Размеры, мм Площадь 

 сечения, 

 см
2 

Справочные величины для осей 

z0 

см 

x – x y –y 

h b d t 
Ix,  

см
4
 

Wx, 

см
3
 

ix, 

см
 

Sx, 

см
3
 

Iy, 

см
4 

Wy, 

см
3 

iy, 

см
 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

5 4,84 50 32 4,4 7,0 6,16 22,8 9,10 1,92 5,59 5,61 2,75 0,954 1,16 

6,5 5,90 65 36 4,4 7,2 7,51 48,6 15,0 2,54 9,00 8.70 3,68 1,08 1,24 

8 7,05 80 40 4,5 7,4 8,98 89,4 22,4 3,16 13,3 12,8 4,75 1,19 1,31 

10 8,59 100 46 4,5 7,6 10,9 174 34,8 3,99 20,4 20,4 6,46 1,37 1,44 

12 10,4 120 52 4,8 7,8 13,3 304 50,6 4,78 29,6 31,2 8 1,53 1,54 

с2 

у 

h
 

b 

z0 

d 

х 

у 

x 

t 

(b-d)/2 
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Продолжение таблицы 10  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

14 12,3 140 58 4,9 8,1 15,6 491 70,2 5,60 40,8 45,4 11,0 1,70 1,67 

14а 13,3 140 62 4,9 8,7 17,0 545 77,8 5,66 45,1 57,5 13,3 1,84 1,87 

16 14,2 160 64 5,0 8,4 18,1 747 93,4 6,42 54,1 63,3 13,8 1,87 1,80 

16а 15,3 160 68 5,0 9,0 19,5 823 103 6,49 59,4 78,8 16,4 2,01 2,00 

18 16,3 180 70 5,1 8,7 20,7 1090 121 7,24 69,8 86,0 17,0 2,04 1,94 

18а 17,4 180 74 5,1 9,3 22,2 1190 132 7,32 76,1 105 20,0 2,18 2,13 

20 18,4 200 76 5,2 9,0 23,4 1520 152 8,07 87,8 113 20,5 2,20 2,07 

20а 19,8 200 80 5,2 9,7 25,2 1670 167 8,15 95,9 139 24,2 2,35 2,28 

22 21,0 220 82 5,4 9,5 26,7 2110 192 8,89 110 151 25,1 2,37 2,21 

22а 22,6 220 87 5,4 10,2 28,8 2330 212 8,90 121 187 30,0 2,55 2,46 

24 24,0 240 90 5,6 10,0 30,6 2900 242 9,73 139 208 31,6 2,60 2,42 

24а 25,8 240 95 5,6 10,7 32,9 3180 265 9,84 151 254 37,2 2,78 2,67 

27 27,7 270 95 6,0 10,5 35,2 4160 308 10,9 178 262 37,3 2,73 2,47 

30 31,8 300 100 6,5 11,0 40,5 5810 387 12,0 224 327 43,6 2,84 2,52 

33 36,5 330 105 7,0 11,7 46,5 7980 484 13,1 281 410 51,8 2,97 2,59 

36 41,9 360 110 7,5 12,6 53,4 10200 601 14,2 350 513 61,7 3,10 2,68 

40 48,3 400 115 8,0 13,5 61,5 15220 761 15,7 444 642 73,4 3,23 2,75 
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Уголки равнобокие 

Т а б л и ц а 11  

№ 

про-

фи 

-лей 

Размеры, 

мм 
Площадь 

профиля, 

 см
2
 

Масса  

1 м, 

кг 

Справочные величины для осей 

z0, 

см 
b d 

x – x х0– x0 у0–y0 
х1– 

x1 

Ix,  

см
4
 

ix, 

см 

max
0xI  

см
4
 

max
0xi  

см 

min
0yI  

см
4
 

min
0yi  

см 

1x
I , 

см
4
 

1 2 3 4 55 6 7 8 9 10 11 12 13 

2 20 
3 

4 

1,13 

1,46 

0,89 

1,15 

0,40 

0,50 

0,59 

0,58 

0,63 

0,78 

0,75 

0,73 

0,17 

0,22 

0,39 

0,38 

0,81 

1,09 

0,60 

0,64 

2,5 25 
3 

4 

1,43 

1,86 

1,12 

1,46 

0,81 

1,03 

0,75 

0,74 

1,29 

1,62 

0,95 

0,93 

0,34 

0,44 

0,49 

0,48 

1,57 

2,11 

0,73 

0,76 

2.8 28 3 1,62 1,27 1,16 0,85 1,84 1,07 0,48 0,55 2,20 0,80 

у0 х0 

x х 

у0 b 

b
 

d
 

z 0
 

x0 

d 
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Продолжение таблицы 11 
1 2 3 4 55 6 7 8 9 10 11 12 13 

3,2 32 
3 

4 

1,86 

2,43 

1,46 

1,91 

1,77 

2,26 

0,97 

0,96 

2,80 

3,58 

1,23 

1,21 

0,74 

0,94 

0,63 

0,62 

3,26 

4,39 

0,89 

0,94 

3,6 36 
3 

4 

2,10 

2,75 

1,65 

2,16 

2,56 

3,29 

1,10 

1,09 

4,06 

5,21 

1,39 

1,38 

1,06 

1,36 

0,71 

0,70 

4,64 

6,24 

0,99 

1,04 

4 40 

3 

4 

5 

2,35 

3,08 

3,79 

1,85 

2,42 

2,97 

3,55 

4,58 

5,53 

1,23 

1,22 

1,20 

5,63 

7,26 

8,75 

1,55 

1,53 

1,54 

1,47 

1,90 

2,30 

0,79 

0,78 

0,79 

6,35 

8,53 

10,73 

1,09 

1,13 

1,17 

4,5 45 

3 

4 

5 

2,65 

3,48 

4,29 

2,08 

2,73 

3,37 

5,13 

6,63 

8,03 

1,39 

1,38 

1,37 

8,13 

10,5 

12,7 

1,75 

1,74 

1,72 

2,12 

2,74 

3,33 

0,89 

0,89 

0,88 

9,04 

12,1 

15,3 

1,21 

1,26 

1,30 

5 50 

3 

4 

5 

2,96 

3,89 

4,80 

2,32 

3,05 

3,77 

7,11 

9,21 

11,2 

1,55 

1,54 

1,53 

11,3 

14,6 

17,8 

1,95 

1,94 

1,92 

2,95 

3,80 

4,63 

1,00 

0,99 

0,98 

12,4 

16,6 

20,9 

1,33 

1,38 

1,42 

5,6 56 
4 

5 

4,38 

5,41 

3,44 

4,25 

13,1 

16,0 

1,73 

1,72 

20,8 

25,4 

2,18 

2,16 

5,41 

6,59 

1,11 

1,10 

23,3 

29,2 

1,52 

1,57 

6,3 63 

4 

5 

6 

4,96 

6,13 

7,28 

3,90 

4,81 

5,72 

18,9 

23,1 

27,1 

1,95 

1,94 

1,93 

29,9 

36,6 

42,9 

2,45 

2,44 

2,43 

7,81 

9,52 

11,2 

1,25 

1,25 

1,24 

33,1 

41,5 

50,0 

1,69 

1,74 

1,78 

  
4,5 

5 

6,20 

6,86 

4,87 

5,38 

29,0 

31,9 

2,16 

2,16 

46,0 

50,7 

2,72 

2,72 

12,0 

13,2 

1,39 

1,39 

51,0 

56,7 

1,88 

1,90 

7 70 

6 

7 

8 

8,15 

9,42 

10,7 

6,39 

7,39 

8,37 

37,6 

43,0 

48,2 

2,15 

2,14 

2,13 

59,6 

68,2 

76,4 

2,71 

2,69 

2,68 

15,5 

17,8 

20,0 

1,38 

1,37 

1,37 

68,4 

80,1 

91,0 

1,94 

1,99 

2,02 
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Продолжение таблицы 11 
1 2 3 4 55 6 7 8 9 10 11 12 13 

7,5 75 

5 

6 

7 

8 

9 

7,39 

8,78 

10,1 

11,5 

12,8 

5,80 

6,89 

7,96 

9,02 

10,1 

39,5 

46,6 

53,3 

59,8 

66,1 

2,31 

2,30 

2,29 

2,28 

2,27 

62,6 

73,9 

84,6 

94,9 

105 

2,91 

2,90 

2,89 

2,87 

2,86 

16,4 

19,3 

22,1 

24,8 

27,5 

1,49 

1,48 

148 

1,47 

1,46 

69,6 

83,9 

98,3 

113 

127 

2,02 

2,06 

2,10 

2,15 

2,18 

8 80 

5,5 

6 

7 

8 

8,63 

9,38 

10,8 

12,3 

6,78 

7,36 

8,51 

9,65 

52,7 

57,0 

65,3 

73,4 

2,47 

2,47 

2,45 

2,44 

83,6 

90,4 

104 

116 

3,11 

3,11 

3,09 

3,08 

21,8 

23,5 

27,0 

30,3 

1,59 

1,58 

1,58 

1,57 

93,2 

102 

119 

137 

2,17 

2,19 

2,23 

2,27 

9 90 

6 

7 

8 

9 

10,6 

12,3 

13,9 

15,6 

8,33 

9,64 

10,9 

12,2 

82,1 

94,3 

106 

118 

2,78 

2,77 

2,76 

2,75 

130 

150 

168 

186 

3,50 

3,49 

3,48 

3,46 

34,0 

38,9 

43,8 

48,6 

1,79 

1,78 

1,77 

1,77 

145 

169 

194 

219 

2,43 

2,47 

2,51 

2,55 

10 100 

6,5 

7 

8 

10 

12 

14 

16 

12,8 

13,8 

15,6 

19,2 

22,8 

26,3 

29,7 

10,1 

10,8 

12,2 

15,1 

17,9 

20,6 

23,3 

122 

131 

147 

179 

209 

237 

264 

3,09 

3,08 

3,07 

3,05 

3,03 

3,00 

2,98 

193 

207 

233 

284 

331 

375 

416 

3,88 

3,88 

3,87 

3,84 

3,81 

3,78 

3,74 

50,7 

54,2 

60,9 

74,1 

86,9 

99,3 

112 

1,99 

1,98 

1,98 

1,96 

1,95 

1,94 

1,94 

214 

231 

265 

333 

402 

472 

542 

2,68 

2,71 

2,75 

2,83 

2,91 

2,99 

3,06 

11 110 
7 

8 

15,2 

17,2 

11,9 

13,5 

176 

198 

3,40 

3,39 

279 

315 

4,29 

4,28 

72,7 

81,8 

2,19 

2,18 

308 

353 

2,96 

3,00 
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Продолжение таблицы 11 
1 2 3 4 55 6 7 8 9 10 11 12 13 

12,5 125 

8 

9 

10 

12 

14 

16 

19,7 

22,0 

24,3 

28,9 

33,4 

37,8 

15,5 

17,3 

19,1 

22,7 

26,2 

29,6 

294 

327 

360 

422 

482 

539 

3,87 

3,86 

3,85 

3,82 

3,80 

3,78 

467 

520 

571 

670 

764 

853 

4,87 

4,86 

4,84 

4,82 

4,78 

4,75 

122 

135 

149 

174 

200 

224 

2,49 

2,48 

2,47 

2,46 

2,45 

2,44 

516 

582 

649 

782 

916 

1051 

3,36 

3,40 

3,45 

3,53 

3,61 

3,68 

14 140 

9 

10 

12 

24,7 

27,3 

32,5 

19,4 

21,5 

25,5 

466 

512 

602 

4,34 

4,33 

4,31 

739 

814 

957 

5,47 

5,46 

5,43 

192 

211 

248 

2,79 

2,78 

2,76 

818 

911 

1097 

3,78 

3,82 

3,90 

16 160 

10 

11 

12 

14 

16 

18 

20 

31,4 

34,4 

37,4 

43,3 

49,1 

54,8 

60,4 

24,7 

27,0 

29,4 

34,0 

38,5 

43,0 

47,4 

774 

844 

913 

1046 

1175 

1299 

1419 

4,96 

4,95 

4,94 

4,92 

4,89 

4,87 

4,85 

1229 

1341 

1450 

1662 

1866 

2061 

2248 

6,25 

6,24 

6,23 

6,20 

6,17 

6,13 

6,10 

319 

348 

376 

431 

485 

537 

589 

3,19 

3,18 

3,17 

3,16 

3,14 

3,13 

3,12 

1356 

1494 

1633 

1911 

2191 

2472 

2756 

4,30 

4,35 

4,39 

4,47 

4,55 

4,63 

4,70 

18 180 
11 

12 

38,8 

42,2 

30,5 

33,1 

1216 

1317 

5,60 

5,59 

1933 

2093 

7,06 

7,04 

500 

540 

3,59 

3,58 

2128 

2324 

4,85 

4,89 
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Продолжение таблицы 11 
1 2 3 4 55 6 7 8 9 10 11 12 13 

20 200 

12 

13 

14 

16 

20 

25 

30 

47,1 

50,9 

54,6 

62,0 

76,5 

94,3 

111,5 

37,0 

39,9 

42,8 

48,7 

60,1 

74,0 

87,6 

1823 

1961 

2097 

2363 

2871 

3466 

4020 

6,22 

6,21 

6,20 

6,17 

6,12 

6,06 

6,00 

2896 

3116 

3333 

3755 

4560 

5494 

6351 

7,84 

7,83 

7,81 

7,78 

7,72 

7,63 

7,55 

749 

805 

861 

970 

1182 

1438 

1688 

3,99 

3,98 

3,97 

3,96 

3,93 

3,91 

3,89 

3182 

3452 

3722 

4264 

5355 

6733 

8130 

5,37 

5,42 

5,46 

5,54 

5,70 

5,89 

6,07 

22 220 
14 

16 

60,4 

68,6 

47,4 

53,8 

2814 

3175 

6,83 

6,81 

4470 

5045 

8,60 

8,58 

1159 

1306 

4,38 

4,36 

4941 

5661 

5,93 

6,02 

  

16 

18 

20 

78,4 

87,7 

97,0 

61,5 

68,9 

76,1 

4717 

5247 

5765 

7,76 

7,74 

7,71 

7492 

8337 

9160 

9,78 

9,75 

9,72 

1942 

2158 

2370 

4,98 

4,96 

4,94 

8286 

9342 

10401 

6,75 

6,83 

6,91 

25 250 

22 

25 

28 

30 

106,1 

119,7 

133,1 

142,0 

83,3 

94,0 

104,5 

111,4 

6270 

7006 

7717 

8177 

7,69 

7,65 

7,61 

7,59 

9961 

11125 

12244 

12965 

9,69 

9,64 

9,59 

9,56 

2579 

2887 

3190 

3389 

4,93 

4,91 

4,89 

4,89 

11464 

13064 

14674 

15753 

7,00 

7,11 

7,23 

7,31 
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Уголки неравнобокие 

 

 

 

В – ширина большой полки; b – ширина полки; d – толщина полки; 

R и r – радиусы внутреннего и наружного закругления полки; I – 

момент инерции; i – радиус инерции; х0, у0 – расстояние от центра 

тяжести до наружных граней полок.  
 

 

 

 

Т а б л и ц а 12 

№  

профи-

лей 

Размеры,  

мм 
Пло-

щадь  

сече-

ния, 

см
2
 

 

Масса  

1 м, 

кг 

Справочные величины для осей 

x – x у – у х1 – х1 у1 – у1 u – u Угол  

нак-

лона  

оси,  

tg  

B b d R r 
Ix,  

см
4
 

ix,  

см 

Iу,  

см
4
 

Iу,  

см 

Ix1 min,  

см
4
 

уо,  

см 

Iу1 min,  

см
4
 

хо,  

см 

Iu  min,  

см
4
 

Iu min,  

см 

2,5/1,6 25 16 3 3,5 1,2 1.16 0.91 0.70 0.78 0.22 0.44 1.56 0.85 0.43 0.42 0.13 0.34 0.392 

3,2/2 32 20 
3 

4 
3,5 1,2 

1.49 

1.94 

1.17 

1.52 

1.52 

1.93 

1.01 

1.00 

0.46 

0.57 

0.55 

0.54 

3.26 

4.38 

1.08 

1.12 

0.85 

1.12 

0.49 

0.53 

0.28 

0.35 

0.43 

0.43 

0.382 

0.374 

4/2,5 40 25 
3 

4 
4,0 1,3 

1.89 

2.47 

1.48 

1.94 

3.06 

3.93 

1.27 

1.26 

0.93 

1.18 

0.70 

0.69 

6.37 

8.53 

1.32 

1.37 

1.58 

2.15 

0.59 

0.63 

0.56 

0.71 

0.54 

0.54 

0.385 

0.381 

r 

x х 

у0 

b 

d
 

d 

R 

х0 у у1 

x1 у 
у1 

x1 

В 

r 
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Продолжение таблицы 12 

№  

профи-

лей 

Размеры,  

мм 
Пло-

щадь  

сече-

ния, 

см
2
 

 

Масса  

1 м, 

кг 

Справочные величины для осей 

x – x у – у х1 – х1 у1 – у1 u – u Угол  

нак-

лона  

оси,  

tg  

B b d R r 
Ix,  

см
4
 

ix,  

см 

Iу,  

см
4
 

Iу,  

см 

Ix1 min,  

см
4
 

уо,  

см 

Iу1 min,  

см
4
 

хо,  

см 

Iu  min,  

см
4
 

Iu min,  

см 

4,5/2,8 45 28 
3 

4 
5 1,7 

2.14 

2.80 

1.68 

2.20 

4.41 

5.68 

1.43 

1.42 

1.32 

1.69 

0.79 

0.78 

9.02 

12.1 

1.47 

1.51 

2.20 

2.98 

0.64 

0.68 

0.79 

1.02 

0.61 

0.60 

0.382 

0.379 

5/3,2 50 32 
3 

4 
5,5 1,8 

2.42 

3.17 

1.90 

2.49 

6.17 

7.98 

1.60 

1.59 

1.99 

2.56 

0.91 

0.90 

12.4 

16.6 

1.60 

1.65 

3.26 

4.42 

0.72 

0.76 

1.18 

1.52 

0.70 

0.69 

0.403 

0.401 

5,6/3,6 56 36 
4 

5 
6 2 

3.58 

4.41 

2.81 

3.46 

11.4 

13.8 

1.78 

1.77 

3.70 

4.48 

1.02 

1.01 

23.2 

29.2 

1.82 

1.86 

6.25 

7.91 

0.84 

0.88 

2.19 

2.66 

0.78 

0.78 

0.406 

0.404 

6,3/4,0 63 40 

4 

5 

6 

8 

7 2,3 

4.04 

4.98 

5.90 

7.68 

3.17 

3.91 

4.63 

6.03 

16.3 

19.9 

23.3 

29.6 

2.01 

2.00 

1.99 

1.96 

5.16 

6.26 

7.28 

9.15 

1.13 

1.12 

1.11 

1.09 

33.0 

41.4 

49.9 

66.9 

2.03 

2.08 

2.12 

2.20 

8.51 

10.8 

13.1 

17.9 

0.91 

0.95 

0.99 

1.07 

3.07 

3.73 

4.36 

5.58 

0.87 

0.86 

0.86 

0.85 

0.397 

0.396 

0.393 

0.386 

7/4,5 70 45 5 7,5 2,5 5.59 4.39 27.8 2.23 9.05 1.27 56.7 2.28 15.2 1.05 5.34 0.98 0.404 

7,5/5 75 50 

5 

6 

8 

8 2,7 

6.11 

7.25 

9.47 

4.79 

5.69 

7.43 

34.8 

40.9 

52.4 

2.30 

2.38 

2.35 

12.5 

14.6 

18.3 

1.43 

1.42 

1.40 

69.7 

83.9 

112 

2.39 

2.44 

2.52 

20.8 

25.2 

34.2 

1.17 

1.21 

1.29 

7.24 

8.48 

10.9 

1.09 

1.08 

1.07 

0.436 

0.435 

0.430 

8/5 80 50 
5 

6 
8 2,7 

6.36 

7.55 

4.99 

5.92 

41.6 

49.0 

2.56 

2.55 

12.7 

14.8 

1.41 

1.40 

84.6 

102 

2.6 

2.65 

20.8 

25.2 

1.13 

1.17 

7.58 

8.88 

1.09 

1.08 

0.387 

0.386 

9/5,6 90 56 

5 

6 

8 

9 3 

7.86 

8.54 

11.18 

6.17 

6.70 

8.77 

65.3 

70.6 

90.9 

2.88 

2.88 

2.85 

19.7 

21.2 

27.1 

1.58 

1.58 

1.56 

132 

145 

194 

2.92 

2.95 

3.04 

32.2 

35.2 

47.8 

1.26 

1.28 

1.36 

11.8 

12.7 

16.3 

1.22 

1.22 

1.21 

0.384 

0.384 

0.380 
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Продолжение таблицы 12 

№  

профи-

лей 

Размеры,  

мм 
Пло-

щадь  

сече-

ния, 

см
2
 

 

Масса  

1 м, 

кг 

Справочные величины для осей 

x – x у – у х1 – х1 у1 – у1 u – u Угол  

нак-

лона  

оси,  

tg  

B b d R r 
Ix,  

см
4
 

ix,  

см 

Iу,  

см
4
 

Iу,  

см 

Ix1 min,  

см
4
 

уо,  

см 

Iу1 min,  

см
4
 

хо,  

см 

Iu  min,  

см
4
 

Iu min,  

см 

10/6,3 100 63 

6 

7 

8 

10 

10 3,3 

9.59 

11.1 

12.6 

15.5 

7.53 

8.70 

9.87 

12.1 

98.3 

113 

127 

154 

3.2 

3.19 

3.18 

3.15 

30.6 

35.0 

39.2 

47.1 

1.79 

1.78 

1.77 

1.75 

198 

232 

266 

333 

3.23 

3.28 

3.32 

3.40 

49.9 

58.7 

67.6 

85.8 

1.42 

1.46 

1.50 

1.58 

18.2 

20.8 

23.4 

28.3 

1.38 

1.37 

1.36 

1.35 

0.393 

0.392 

0.391 

0.387 

1/7 110 70 
6 

8 
10 3,3 

11.4 

13.9 

8.98 

10.9 

112 

172 

3.53 

3.51 

45.6 

54.6 

2 

1.98 

286 

353 

3.55 

3.61 

74.3 

92.3 

1.58 

1.64 

26.9 

32.3 

1.53 

1.52 

0.402 

0.400 

12,5/8 125 80 

7 

8 

10 

12 

11 3,7 

14.1 

16 

19.7 

23.4 

11 

12.5 

15.5 

18.3 

227 

256 

312 

365 

4.01 

4 

3.98 

3.95 

73.7 

83.0 

100 

117 

2.29 

2.28 

2.26 

2.24 

452 

518 

649 

781 

4.01 

4.05 

4.14 

4.22 

119 

137 

173 

210 

1.8 

1.84 

1.92 

2 

43.4 

48.8 

59.3 

69.5 

1.76 

1.75 

1.74 

1.72 

0.407 

0.406 

0.404 

0.400 

14/9 140 90 
8 

10 
12 4 

18 

22.2 

14.1 

17.5 

364 

444 

4.49 

4.70 

120 

146 

2.58 

2.56 

727 

911 

4.49 

4.58 

194 

245 

2.03 

2.12 

70.3 

85.5 

1.98 

1.96 

0.411 

0.409 

16/10 160 100 

9 

10 

12 

14 

13 4,3 

22.9 

25.3 

30 

34.7 

18 

19.8 

23.6 

27.3 

606 

667 

784 

897 

5.15 

5.13 

5.11 

5.08 

186 

204 

239 

272 

2.85 

2.84 

2.82 

2.8 

1221 

1359 

1634 

1910 

5.19 

5.23 

5.32 

5.40 

300 

335 

405 

477 

2.23 

2.28 

2.36 

2.43 

110 

121 

142 

162 

2.2 

2.19 

2.18 

2.16 

0.391 

0.390 

0.388 

0.385 
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Продолжение таблицы 12 

№  

профи-

лей 

Размеры,  

мм 
Пло-

щадь  

сече-

ния, 

см
2
 

 

Масса  

1 м, 

кг 

Справочные величины для осей 

x – x у – у х1 – х1 у1 – у1 u – u Угол  

нак-

лона  

оси,  

tg  

B b d R r 
Ix,  

см
4
 

ix,  

см 

Iу,  

см
4
 

Iу,  

см 

Ix1 min,  

см
4
 

уо,  

см 

Iу1 min,  

см
4
 

хо,  

см 

Iu  min,  

см
4
 

Iu min,  

см 

18/11 180 110 
10 

12 
14 4,7 

28.3 

33.7 

22.2 

26.4 

952 

1123 

5.8 

5.77 

276 

324 

3.12 

3.10 

1933 

2324 

5.88 

5.97 

444 

537 

2.44 

2.52 

165 

194 

2.42 

2.40 

0.375 

0.374 

20/12,5 200 125 

11 

12 

14 

16 

14 4,7 

34.9 

37.9 

43.9 

49.8 

27.4 

29.7 

34.4 

39.1 

1449 

1568 

1801 

2026 

6.45 

3.43 

6.41 

6.38 

446 

482 

551 

617 

3.58 

3.57 

3.54 

3.52 

2920 

3189 

3726 

4264 

6.5 

6.54 

6.62 

6.71 

718 

786 

922 

1061 

2.79 

2.83 

2.91 

2.99 

264 

286 

327 

367 

2.75 

2.74 

2.73 

2.72 

0.392 

0.392 

0.390 

0.388 

25/16 250 160 

12 

16 

18 

20 

18 6 

48.3 

63.6 

71.1 

78.5 

37.9 

49.9 

55.8 

61.7 

3147 

4091 

4545 

4987 

8.07 

8.02 

7.99 

7.97 

1032 

1333 

1475 

1613 

4.62 

4.58 

4.56 

4.53 

6212 

8308 

9358 

10410 

7.97 

8.14 

8.23 

8.31 

1634 

2200 

2487 

2776 

3.53 

3.69 

3.77 

3.85 

604 

781 

806 

949 

3.54 

3.50 

3.49 

3.48 

0.410 

0.408 

0.407 

0.405 

 

 


